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1. A mozgas leirasa gyorsul6 vonatkoztatasi rendszerben

Képzeljiik el, hogy vonaton utazunk, és az egyenes palyan egyenletesen haladd vonaton lete-
sziink a padlora egy labdat. A labda mozgasat a vonathoz rogzitett vonatkoztatési rendszerben
szeretnénk leirni. Ennek szemléltetésére egy vonalzot is a padlora helyeziink a labda mellé gy,
hogy a beosztas parhuzamosan élljon a menetirannyal, és elérefelé névekedjen. A nullpontot
a labda mellé igazitjuk, ez jeloli a koordindta-rendszer origojat. A koordinata-rendszer egyik
tengelyét a vonalzo beosztassal ellatott éle jeloli ki, nevezziik ezt x’ tengelynek.

Amig a vonat egyenletesen halad, addig a labda a koordinata-rendszeriinkben nyugalomban
marad, =’ koordinataja idében konstans 0. A tovabbra is egyenes palyan haladé vonat azonban
elkezd fékezni. Ekkor a labda eléregurul: z’ koordinataja megnd. Tekintve, hogy el6ézéleg
nyugalomban volt, az 2’ koordinata névekedése a labda gyorsuldsdt jelenti. A gyorsulés azonban
ugy valt 0-tol kiilonbozévé, hogy ennek érdekében” szemmel lathatoan nem hatott valdsdgos
erd a labdara. Levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy a fékez6 vonat nem inerciarendszer, és nem
haszndlhato benne Newton II. térvénye, modositas nélkiil legaladbbis semmi esetre sem.
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1. abra. Egy m tomegt tomegpont két kiilonb6z6 koordinata-rendszerben.

Vizsgaljuk meg egy m tomegi tomegpont mozgasat az 1. abran lathaté két koordinata-
rendszerben. A K-val jelolt koordinata-rendszer legyen inerciarendszer, ebben a koordinata-
rendszerben a tomegpont mozgésat, azaz a tomegpont r(t) helyvektoranak idéfejlédését Newton

II. torvénye hatarozza meg:
mi(t) = Y F. (1

ahol > F a tomegpontra hat6 Osszes er6 eredgjét jeloli.

Most térjiink at a mozgéas vizsgalatara a K'-vel jelolt koordinata-rendszerben. A K’ rendszer
origojanak a K rendszerbeli helyvektora, az ro(t) vektor legyen az idének egy ismert fiiggvénye,
azaz a K' rendszer mozogjon a K-hoz képest, de a K’ rendszer se forogjon (vagyis a K és a K’
tengelyei maradjanak paronként parhuzamosak). A témegpont K rendszerbeli r(t) helyvektora
az abra alapjan kifejezhet a tomegpont K’ rendszerbeli r'(¢) helyvektoraval és az ro(t) vektorral,
a vektori Osszeadas szabalyai szerint:

r(t) =ro(t) +r'(t). (2)

Ezt atrendezve r'(t) igy irhato:

r'(t) = r(t) = ro(t). (3)
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Kétszeri idéderivalassal®:

i'(t) = ¥(t) — Fo(t). (4)
A K rendszerbeli helyvektor mésodik idéderivaltjara vonatkoz6 mozgasegyenletet ismerjiik, ez
Newton II. torvénye, az (1) egyenlet. Ezt behelyettesitve, tovabba bevezetve az

ap(t) := ¥o(t) (5)

jelolést a K’ rendszer gyorsulaséra, (4)-bdl a kovetkezs mozgéasegyenlet adodik a tomegpont K’
rendszerbeli 1’/(¢) helyvektorara:

¥ = =5 a) )

Ismertebb alakban:

mi'(t) =Y F — may(t). (7)

Ez az eredmény interpretalhato tgy is, hogy gyorsuld (de nem forgo) koordinata-rendszerben
ugy kell felirni egy tomegpont mozgasegyenletét, hogy a valésagos erdkon (a Y F tagon) kiviil
egy un. tehetetlenségi erét is figyelmbe vesziink. Ennek a tehetetlenségi erének a nagysaga
aranyos a tomegpont sajdt tomegével és a koordindta-rendszer gyorsulasdnak a nagysagaval,
iranya pedig a koordinata-rendszer gyorsulasaval ellentétes. (Ha a koordinéata-rendszer forogna
is, tovabbi tehetetlenségi erdket is be kellene vezetni.)

Ennek a tehetetlenségi erének a jelenléte mellett érthetévé valik, hogy a fékez§ vonathoz
képest miért gurul elére a labda: mikoézben a vonat ,hatrafelé gyorsul”, a labdara egy elérefelé
mutato tehetetlenségi eré hat a vonathoz régzitett koordinata-rendszerben.

'Ennek a lépésnek bonyolultabb kévetkezményei vannak, ha a K’ rendszer béazisvektorai forognak. A (3)
egyenlet nem forg6 K'-vel nyilvan igaz a geometriai vektorokra és kiilon-kiilon a vektorkomponensekre is, de
forg6 K’ esetén a vektorkomponensek kozott még egy idéfiiggs forgatasi matrix is felléep. Habar a geometriai
vektorokra természetesen ilyenkor is igaz a (3) Osszefiiggés, r' = z'e], + y'e; + z'e/, id6derivaltjaban & # 0 stb.
miatt a vektorkomponensek 6sszekeverednek. Mivel mi a mozgasegyenletiinket értelemszertien komponensenként
is fel szeretnénk irni, az ilyenkor kovetends eljarast részletesen az Elméleti mechanika eladéas targyalja. A
gyakorlaton nem foglalkozunk forgé K’ koordinata-rendszerrel.
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Példa

Egy vasuti kocsi konstans ag gyorsulassal mozog vizszintes irdnyban. A padléjan elhelyezkedd,
k direkcios erejd rugohoz egy m tomegi testet rogzitiink, amely sirlédasmentesen mozoghat a
padlon.

a) Irjuk ol a test mozgasegyenletének a padléval parhuzamos komponensét a kocsihoz rog-
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b) Mekkora lesz a rugé egyensulyi megnytlasa?
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a) Jeloljiik 2'-vel a test kitérését a rugo nyujtatlan helyzetétsl:
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Vizszintes iranyban valodi eréként egyediil a rugberd hat a testre. A rugd megnyulasa
(hosszvaltozasa) megegyezik a test 2z’ kitérésével. Ha x’ pozitiv, vagyis a test jobbra tériil ki,
akkor a rugoerd balra hat, igy a —kz’ kifejezés adja meg a rugberd vizszintes komponensét. Ha
2’ negativ, azaz a test balra tér ki, akkor a rugoerd jobbra hat, de ekkor is a —ka' kifejezés ad
helyes eredményt. A rugoers keresett komponense tehat mindig —ka’. Osszefoglalva:

(Z F> = <Fmg) =k

(A || index ebben az esetben a padléval parhuzamos komponenst jelli.)

A kocsi gyorsulasédnak az iranya parhuzamos a padloval, és jobbra mutat, igy a —may(t)
tehetetlenségi erd szintén parhuzamos a padléval, és balra mutat. Ha a gyorsulés nagysagat ag-
val jeloljiik, akkor a tehetetlenségi erd teljes nagysaga mag (ez definicio szerint egy pozitiv érték).
A padloval parhuzamos komponens nagysaga ugyanekkora, hiszen a tehetetlenségi erének mas
komponense nincs. Mivel a tehetetlenségi eré balra mutat, a padléval parhuzamos komponense
negativ elGjeld kell legyen. Az mag nagysag és a negativ elGjel alapjan a tehetetlenségi erd
keresett komponensét a kovetkezd alakban irhatjuk:

( - mao(t)> = —may.

A mozgasegyenlet vizszintes komponense (7) alapjan:

mi' = —ka' — may.
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Kitérg: Miért is jo nekiink, hogy igy irtuk fel a mozgasegyenletet? Miért nem maradhattunk
a talajhoz rogzitett koordinata-rendszerben, ami inerciarendszer? A talajhoz viszonyitva a
kocsi egyenletesen gyorsul6 mozgast végez, a rugd rogzitési pontja is ugyanigy mozog. A
rug6 =’ megnyulasat igy az ' = x — %a0t2 képlet adja meg, ha x a vizsgalt test vizszintes
pozicibja a talajhoz viszonyitva (vo. a (3) képlettel). Az z-re vonatkozd mozgasegyen-
letbe természetesen nem kell beirni a tehetetlenségi er6t, ezért a mozgésegyenlet vizszintes
komponense a kovetkezé alakot veszi fel:

. 1
mx = —k <x — §a0t2> :

Ezt a differencidlegyenletet az explicit idéfiiggés miatt sokkal koriilményesebb megoldani,
mint a gyorsulé koordinata-rendszerben kapottat (lasd a szévegdoboz folott). Ez utébbi
egy olyan harmonikus oszcillator mozgasegyenlete, amire egy konstans erd is hat.

b) Az egyensilyt a gyorsulas hidnya, vagyis &’ = 0 definidlja. Az ennek megfelel§ x’' poziciot

A mozgasegyenletbdl a kovetkezs értéket kapjuk x*-ra:

0 = —ka"™ — may,
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Az eredmény szerint a test akkor lehet mozdulatlan a kocsihoz képest, ha a rug6 (a negativ
elgjelnek megfelelGen) Gssze van nyomva.

http://theorphys.elte.hu/~drotos/



