Miért Fibonacci-szamok?

A novényi szimmetriakrol

Levélrendezbdés
és Fibonacci-szémok

Kozismert tény, hogy a novények felépité-
sében szamos szabalyos szerkezet figyel-
het6 meg.! Ezek kozul az egyik legfonto-
sabb a levelek elhelyezkedésével kapcsola-
tos. Egy novény szdran vagy virdgjan a
szomszédos levelek sok esetben spiral ala-
kG mintakat rajzolnak ki. Els6 ranézésre
rendszerint két spirdlsorozat figyelhetd
meg, melyek ellenkez8 iranyban futnak, s
meredekséguk kiulonbdzd. Az egyik szélso-
séges esetben a fonalak hengerpalaston he-
likalisan tekerednek fel (7/a dbra), a masik-
ban pedig sik korong fellleten futnak
(1/b dbra). Rendszerint e két elrendezédés
keveredése fordul elé (7/c dbra).

A szabalyossagra vonatkozd megfigye-
lés legaltalanosabban a kovetkezdképpen
foglalhaté Gssze: a spirdlis (helikalis) levél-
elhelyezkedést mutaté novények nagy
tobbségében — mintegy 90%-aban — a
megfigyelt spirélok (helixek) széma Fibo-
nacci-szém, vagyis az 1, 1,2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, ... sorozat egyik eleme. E
sorozatra az jellemzd, mint azt konnyen
ellenérizhetjik, hogy az n-edik Fibonacci-
szam, F, az el6z6 kett6 oOsszege, tehdt
Fn=Fn_,*Fn—y, s a két kezd6 elem
mindegyike egy : Fo=F, =1. Az elsd rd-

nézésre szembedtl6 kétfajta spiral széma
4ltaldban két szomszédos Fibonacci-szém,
Fp és Fpe,. Az 1/b (ill. 2/a) dbrén példaul
34 (balra hajld) és 55 (jobbra hajld).

A jelenséget a legtobb novénytankonyv,
s6t geometriakonyvek is emlitik, s kiter-
jedt irodalma van a novényi szimmetriak
altalanos rendszerezésének is. Sokaig nem
volt azonban ismeretes semmilyen egysze-
rli magyarazat a Fibonacci-szamok fellépé-
sére, mig a gottingai Max Planck Intézet
két kutatojanak, P. Richternek és R.
Schrammernek az elmélete ismertté nem
valt, Az aldbbiakban az 6 gondolatmeneti-
ket vazoljuk.

Mindenekel6tt vegyluk észre, hogy
adott levélelrendezédésben nemcsak két-
fajta spiral figyelheté meg. A 2/b dbrdn
példdul mas irdnyban kotottuk Ossze a
szomszédos elemeket, mint a 2/a dbrdn, s
igy két Gjabb spiraltipust kaptunk, s ezek
szdma is Fibonacci-szdm. Altalaban, ha az
elsédleges spirdlok szdma Fp, Fp+,, a mé&
sodlagosaké F_,, Fp+,, és megfigyelhetd
olyan spirdlpar, melyek szama F,_,, Fp+,
és a tobbi.

A magyarazatnak nem elég tehat a két
elsédleges spiralra szoritkoznia, hanem azt
kell megérteniink, hogy tetsz&leges spiral-
péar elemeinek szama m‘indig Fibonacci-
Szam.

Fibonacci-szdmok és aranyszog

Régi megfigyelés, hogy ha a névények le-
weleit keletkezésiik sorrendjében megsza-
mozzuk, s a ndvekedés tengelyének iranya-
b6l néziink a kialakult elrendezédésre,
akkor a szomszédos indext levelek kozotti
atlagos szog altalaban 137° korili érték-
nek adodik (3. dbra). Ez jo kozelitéssel az
aranyszog ®= 360° - (3 — /5)/2, vagyis az
a (kisebbik) sz6g, amely a teljes
360°-0s szoget az aranymetszés szerint
osztja. Mas szavakkal: 360° ugy aranylik a
nagyobbik széghoz, (360° — ®)-hez, mint
az utébbi magahoz $:hez.

Tehat

360° __360° — P
360°-P (i)
vagyis Pa
@ — 3:360°P+ (360°)2 =0
masodfokl egyenlet (kisebbik) gyoke.

Az aranyszog gyakori eléforduldsa no-
vényi struktirdkban régdta ismeretes, alta-
|aban azonban matematikai véletlennek te-
kintették.? P. Schuster és R. Schrammer
most egyszer(i szdmitogépes eljarassal ki-
mutatta, hogy az aranyszog jelenlétébé!
kovetkezik, hogy a megfigyelt spirdlok
szdma Fibonacci-szém.

A kétdimenzios elrendezés a kovetkezd-
képpen modellezheté. Legyen a nulladik

1/a dbra. Helikdlis levélelrendezddés fenybégon. A berajzolt fekete vonalak két f6 helix-
vonulatot mutatnak. 1/b dbra. Sik spirdlszerkezet virdgon (bogéncs) 1/c Fenyétoboz
(alulnézetben)

2 4bra. Az 1/b 4bra virdgja a spirdlok be-

rajzoldsa utdn a) els6dleges spirdlok: szd-

muk 34 ill. 55; b} mésodlagos spirdlok:
szémuk 21, ill. 89




3. 4bra. FenyGtoboz levelei s az éltaluk be-
24rt sz6gek

levél koordinataja adott derékszogl koor-
dinata-rendszerben X, =rg, Yo = 0. A ko-
vetkezd levél a feltevés szerint az orig ko-
rili P szoégelfordulassal jelenik meg, s mi-
vel lassii novekedés is torténik, mar nem 7
tévolsdgra, hanem valamilyen Ar értékkel
messzebb, tehat az x, = (ro+ Arjcos®,
y, =(rg+ Ar)sin® koordinatéji pontban.
A masodik levél szogelforduldsa mar 2,
tavolsaga az origotol ro + 2Ar, altaldban az
n-edik levél szogelfordulasa n®, tévolsaga
ro*nAr
A levelek tehat rendre az

Xp=lrg+ nAr)cos n®,
yp = (ro * nlrisinn

koordinataju pontokban jelennek meg. Az
elsé néhany szaz pontot felrajzolva szaba-
lyos elrendez&dést kapunk. (A koordinata-
tengelyeket célszerl elhagyni, mert ront-
jak a kép attekinthetdségét.) A pontokat
kilonbdz8 modon osszekotve kilonféle
spirdlparok rajzolédnak ki, s amennyiben
® a3 fent megadott aranyszog, e spirdlok
szama a szamitogépes szimulacidé szerint
mindig Fibonacci-szdm (4. dbra), s6t a leg-
kénnyebben megfigyelhet6 spiralok szama
két szomszédos Fibonacci-szam. Mindez
flggetlen a novekedés sebességére jellemzé
Ar paraméter értékétsl. Az azonban, hogy
az elsGdleges spiralok szama éppen melyik
Fibonacci-par, mér fugg Art8l. Gyors né-
vekedés esetén alacsony Fibonacci-szdmok
jellemz8k az elsédleges spiralparra (4/a
4bra), lassd novekedés esetén pedig magas
Fibonacci-szamok (4/b dbra). Mindez 6ssz-
hangban van azzal a ténnyel is, hogy &ssze-
tett virdgok peremén, ahol a novekedés las-
subb, magasabb Fibonacci-szamu spirdlok
a szembeszok8ek, mint kdzépen.

Ezek utan az sem meglepd, hogy ha-
sonlé kovetkeztetés igaz a helikalis levél-
rendezédésre is. Amennyiben az egymas
utdn megjelend levelek a tengely irdnyab6l
nézve rendre a <baranyszéggel elforgatott
helyzetekben jelennek meg, a pontok
osszekdtésekor kapott spirdlok szdma min-
dig Fibonacci-szam, az elsédleges spiralpar
szama két szomszédos Fibonacci-szam, s
lassi novekedéskor magas Fibonacci-sza-
mok adjak meg az elsédleges spirdlok sza-
mat.

Az eddigieket tehat a kovetkezdképpen
foglalhatjuk &ssze: Ha elfogadjuk, hogy az

egymas utan kialakulé levelek aranyszog-
nyi elfordulassal jelennek meg, akkor
ebb6l az egyetlen feltevésb6l a geometria
torvényei szerint mar kovetkezik, hogy a
kialakulé spirslok (helixek) szama Fibo-
nacci-szam.

Aranyszog és formakialakulés

Ezzel az 6nmagaban is érdekes geometriai
ténnyel azonban nem elégedhetink meg,
hanem meg kell vizsgalnunk, milyen ter-
mészettudomdnyos elvb8l kovetkezhet az
aranyszog megjelenése a levélelrendez6dés-
ben,

Az, hogy a megtermékenyitett petesejt-
bél hogyan alakul ki sorozatos differencia-
16d4s utan az adott kiilsé megjelenési él6-
lény, a biol6gia egyik legalapvetébb kér-
dése. A kiils6 alak leirdasa hihetetlen
mennyiségli adatot igényel, egyetlen levél
esetén példaul a levélsz6rok elhelyezkedé-
sének vagy az érhaldzat lefutésanak meg-
adasat is. A mindehhez szikséges teljes in-
formécié joval meghaladja a DNS-moleku-
la teljes kapacitasat. Az ut6bbi évek kuta-

tasi eredményei vildgossa tették, hogy
nincs is szikség annak feltételezésére,
hogy minden apré-csepré adatot a DNS-
molekula tarol. Az alakfejlédés (morfoge-
nezis) ugyanis spontan struktiraképzddes
kovetkezménye.

A morfogenezis Gierer és Meinhardt al-
tal bevezetett és széleskorlien elfogadott
elmélete szerint adott alakzat, esetlinkben
a levelek kialakulasanak megértéséhez ele-
gendd annyit foltenni, hogy a DNS ket
anyag szintézisét kodolja. Az egyik, az ak-
tivator a levél kialakulasat segiti, a masik,
az inhibitor gatolja. E két vegyulet egy-
massal bonyolult médon reakciéba Iép, s
az adott feliileten diffundal. E két hatas
eredményeként szabalyos térbeli struktu-
rak alakulhatnak ki, amennyiben a gatlé
anyag gyorsabban képes diffundalni, mint
az aktivator.,

Az 5. dbra a modell szamitGgépes szi-
mul4ciéjanak bemutatasaval érzékelteti,
hogyan lehetséges stabil aktivatorcsucs ki-
alakuldsa. Kezdetben kismértékl véletlen
aktivatorfelhalmoz6das torténik a tarto-
mény kozepe tajan. Ennek kovetkeztében
gyors aktivator-(A) és inhibitor-(H) terme-

4. 4bra. Az (*) rekurzid 4ltal generdlt pontok a) feltiintettiik az els6 néhdny pont in

dexét, valamint az els6dleges spirdlpdrt (szdmuk: 8, ill. 13). A szomszédos pontok vi-

szonylag tévoliak: lassu névekedés b) A pontok elrendez6dése gyorsabb névekedés ese-

tén, Az elsGdleges spirdlok széma 13. ill. 21. Kénnyen megfigyelhetSk a 8, ill. 34 szému
spirdlok is.

5. dbra. Aktivdtorcsiics megjelenése a Gierer—Meinhardt modellekben

dy d\
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lés indul meg. Mivel azonban az inhibitor
gyorsabban diffundal, a tartomany szélén
nagyobb az inhibitorkoncentracid, mint az
aktivatoré. Itt alig lesz aktivatortermelés.
llyen mddon tehat kozépen éles aktivator-
cstcs stabilizalédik. Ennek fontos kovet-
kezménye, hogy a csucs koruli tartomany-
ban az inhibitor dominal. Més szavakkal:
ha kialakult valahol egy levél, akkor azt
tiltott sav veszi koril, ahol Gjabb levél nem
fejlédhet ki (6. dbra). A kovetkez§ levél
igy csak adott tavolsaggal odébb jelenhet
meg. A gatlas erissége az id6 mulasaval
természetesen csokken,

P. Richter és R. Schrammer ezen tulaj-
donsag alapjan az aldbbi egyszer( gondo-
latmenettel mutatjdk ki, hogyan kovet-

'kezhet az aranyszég megjelenése a levél-
elrendezédésben.

A helikalis esetet vizsgalva a levelek fe-
lilnézetben kor mentén foglalnak helyet.
Amennyiben spirdlis novekedésben megje-
lené néhany szomszédos levelet tekintunk,
kozelitéleg ezek is egy kor keriilete men-
tén helyezkednek el. A szomszédos levelek
kozotti kolcsonhatas megértéséhez tehat
elegendd korkoros elrendezédést vizsgal-
nunk. Az elsé levél megjelenése utan — a
gatlas kovetkeztében — a masodik a leheté
legtavolabb fejlédik ki, tehat 180°-o0s szog-
elfordulassal® (7. dbra). A harmadik levél-
nek a masodiktél tavol kell kerllnie, de
nem lehet az els6hoz sem tulsagosan kozel,
hiszen az akoruli gatlas — ha csokkent
mértékben is — de még jelen van. Az, hogy
az 1-2 tengely melyik oldalan jelenik meg
a levél, vagyis milyen iranyitottsagu lesz a
spirdl, véletlen fluktuaciék kovetkezmé-
nye. A negyedik levél helyzete azutan mar
még osszetettebb hatds eredménye: legers-
sebb a harmadiktél valo ,,taszitas”’, de nem
lehet a levél talsagosan kdzel a méasodik-
hoz sem, s még az elsd is kifejt valamelyes
gatlé hatast.* Feltessziik, hogy ez utébbi
az 6todik levél megjelenésekor mar telje-
sen elhanyagolhatd, vagyis minden levél
helyzetének kialakuldsdban az el6zé ha-
rom jatszik csak szerepet. A megfigyelések
szerint az elsd levelek kifejlédése utan sta-
cionarius helyzetnek kell kialakulnia, vagy-
is az egymas utani levelek akkor mar azo-
nos szogelfordulassal kévetik egymast (8.
abra).

Mivel az uj levelek korulbelll azonos
idénként jelennek meg, s a gatlas ergssége
idében kozel exponencialisan csokken, a
korabbi levelek hatdsa mindig adott szor-
z6faktorral kisebb. Ha tehat az n-edik le-
vélre az utolsé eldtti [az (n—1)-edik] altal
kifejtett gatlas erdssége /, az (n—2)-ediké
in—,, az (n—3)-adiké ip—,, akkor adott
id6pontban / dgy aranylik ip_,-h6z, mint
azip—, aranylik in—,-hoz, azaz

Ervelésiink szerint a levelek kozotti szog
éppen a gatlas erGsségével aranyos. Az
n-edik és (n—1)-edik levél kozotti Ysz6g
tehat Ggy aranylik az (n—1)-edik és az
(n—2)-edik kozotti Yy, szdghdz, ahogy
Yn—, a (n—2)-edik levél és az (n—3)-adik
kozotti Y, —,-hoz:

6. gbra. Tiltott sdv kialakult levél koriil

7. dbra. Az els6 néhdny levél elrendezé-
dése ;
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8. dbra. Staciondrius levélelrendezddés
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A 8. 4brdrdl leolvashatd, hogy ha az egy-
mas utan megjelend levelek kozotti szog
mindig  (stacionarius allapot), akkor

@ =360° — 2,
n—a o
@ . =3p— 360"

Ezt a fenti aranyparba behelyettesitve @pre
¢ —3-360°p+ (360°)% =0
egyenletet kapjuk. Mivel pnek 360°-nal
kisebbnek kell lennie, innét kovetkezik,
hogy a stacionérius allapotra jellemz&
Y-s209 éppen az aranyszog, hiszen — mint
lattuk — @ egyenlete megegyezik a most

kapottal.
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Gondolatmenetiink alapja annak elfo-
gadasa volt, hogy a kialakult levél kordl
gatolt tartomany jelenik meg, s ez alapve-
téen befolyasolja az ezutan kovetkezs le-
velek elhelyezkedését, Lényeges feltevés
volt, hogy adott levél esetén elegendd
az el6z6 harom hatasat figyelembe venni.
Ez egyben az eredmény érvényességi korét
is megszabja.® Amennyiben ugyanis idé-
ben lassabban lecsengd gatlasrél van szo,
akkor a négy, esetleg ot Iépéssel korabban
kialakult levelek hatdsa sem hanyagolhato
el. Ez azutan az aranyszogtél kulonbozé
stacionarius szoget eredményez, s ilyen
maédon lehetévé valik a kevésbé altalanos
— a Fibonacci-félétsl eltéré — elrendezd-
dések leirasa is. : ;
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JEGYZETEK

' Az dllati test ill, fliggelékeinek formasaja-
tossagaiban (pl. csigahdz, a csavarodott
szarv) is van torvényszeriien ismétlédé faj-
specifikus szabalyszer(iség.

A levélallas-szabalyszer(iséget D'Arcy
Thompson (1942) nyomén fillotaxis-nak,
az emlitett aranyszoget divegencia-szognek
nevezi a botanikai szakirodalom.

3A két szomszédos egymast kovetd levél-
kezdemény kozott eltelt id6t a botaniku-
sok plasztochron fogalommal jelolik.

*A ,taszitas”’ elmélet mellett a szakkony-
vek emlitik a ,,rendelkezésre all6 tér elmé-
letét”’, amely Hofmeister (1865) nevéhez
flizédik.

SA cikkben targyalt, Gierer és Meinhardt
elméletre alapozott uUjabb  Richter—
Schrammer-féle magyarazat is természete-
sen még csak hipotézis. Mellette a végs6
sz6t csak perdontd bizonyitékok feltarasa
utdan mondhatjuk ki.



