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Abstract

Non-linear phenomena turned out in the last decades to have new and surprising features. The mathe-
matical tools proved to be so powerful in the linear world, break down here. Thus, e.g., the simple form of an
equation of motion (if non-linear) does not imply at all the simplicity of the motion itself.

We review some basic non-linear aspects also related to everyday phenomena: non-linear oscillations,
bifurcations, and chaos in low dimensional systems. They are compared with their spatio-temporal counter-
parts: non-linear waves (solitons, tsunamies), hydrodynamical instabilities, and turbulence.

Our aim is to call the attention to the practical relevence of nonlinear phenomena and of their under-
stading.

Osszefoglalas

A nemlinearis jelenségekrol az utobbi évtizedekben kideriilt, hogy uj és meglepd vonasokkal rendelkez-
nek. A linedris vilagban oly hatékonynak bizonyult matematikai médszerek itt csédot mondanak. Igy pl. a
mozgasegyenlet egyszerii alakjabol (amennyiben nemlineadris) egydaltalan nem kovetkezik, hogy a mozgas ma-
ga is egyszerii.

Bemutatunk néhany alapveté nemlinedris jelenséget, melyek a mindennapi élettel is kapcsolatosak. Az
alacsony szabadsagi foku rendszerekben nemlinearis rezgéseit, bifurkaciokat és kaotikus mozgasokat. Ezeket
osszehasonlitjuk a térben kiterjedt rendszerekben nekik megfeleltetheto jelenségekkel, a nonlinearis hullamok-
kal (szolitonok, cunamik), a hidrodinamikai instabilitasokkal és a turbulenciaval.

Célunk az, hogy felhivjuk a figyelmet a nemlinearis jelenségek és megertésiik gyakorlati fontossagara.

A természetben semmi sem linedris, legalabbis egzaktul nem az. A klasszikus fizika fejlodése soran
mégis hasznosnak bizonyult az a feltevés, hogy bizonyos mennyiségek egyenes aranyban vannak egymassal,
mint példaul a rugoeré a megnyulassal. Ez az egyszeriisités sok jelenség alapvetd fogalmi (€s matematikai)
megeértését tette lehetdvé, mely a harmonikus oszcillatortdl kezdve, a hullamjelenségeken keresztiil elvezetett
a molekularezgések leirasdig. Ma mar tudjuk azt is, hogy a Kepler-probléma egzakt megoldasa azért volt le-
hetséges, mert a probléma megfeleld transzformacidval leképezhetd a harmonikus oszcillatoréra [1]. A klasz-
szikus elektrodinamika és a kvantummechanika is linearis elméletnek bizonyult, s kdzds kiterjesztésiik veze-
tett el a sugarzadsok megértésére. Még nemlinedris, erdsen kdlcsonhatod rendszerekben is sokszor hasznos az a
kép, miszerint az energia-felvétel linearisan viselkedd elemi gerjesztések megjelenésével jar. Igy jutottunk el
a szilardtestek racsrezgéseinek, a szupravezetés és szuperfolyékonysag makroszkopikus tulajdonsagainak
megértéséhez. A sikerek lattan nem csoda, hogy évszdzadokon &t tartotta magat az a nézet, hogy a nemlinearis
jelenségek a linearisak kissé modositott valtozatainak bizonyulnak majd, s csak némileg lesznek bonyolultab-
bak.

Az utobbi néhany évtizedben kideriilt azonban, hogy ez egyaltalan nem igy van: a nemlinearitas szdmos
uj és szokatlan jelenséget hordoz. Réadasul a linearis vilagban jol mikddé matematikai modszerek érvényiiket
veszitik. Egy nemlinedris mozgéasegyenlet egyszerl alakjabol példaul egyaltalan nem kovetkezik, hogy maga
a mozgas is egyszerii lesz. A nemlinedris jelenségek nem részei a kdzépiskolai fizika tananyagnak és az egye-
temi oktatas is csak alig érinti azokat. Mivel azonban szamos — koztiik tobb hétkoznapi — jelenséggel is kap-
csolatosak, érdemes a legfontosabbakat attekinteniink, abban a reményben, hogy egyszeri targyalasban az
oktatasban is megjelenhetnek.

El6szor a csak iddbeli valtozast mutato, kis szabadsagi fokt rendszerek legfontosabb nemlinearis jelen-
ségét tekintjiik at, s azutan tériink at a térben is kiterjedt, nagy szabadséagi foku rendszerek jelenségeire, a meg-
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felel6 eseteket parhuzamba allitva. Példainkat az els6 csoportban a pontmechanika, a masodikban a hidrodi-
namika teriiletérdl vessziik.

1. Kis szabadsagi foku rendszerek

A kis szabadsagi foku rendszerek helyzete néhany valtozoval megadhato, az ilyen rendszerek allapot-
valtozésat tehat néhany idéfiiggvény irja le. Ezek a rendszerek alapvetden csak id6tdl fiiggd jelenségeket mu-
tatnak, még akkor is, ha mozgasuk térben torténik. Dinamikajukat kézonséges differencialegyenletek irjak le.

1.1. Nemlinearis, nagy amplituddju rezgések

Hajlamosak vagyunk természetesnek tekinteni, hogy a rezgések periddusideje fiiggetlen az amplitado-
juktol. Ez azonban csakis a linearis rezgések esetén van igy. Azt szokas mondani, hogy ,, kicsiben minden
linearis”, vagyis elegendden kis amplitidoé esetén minden rezgés linearis. Annak meghatarozasara azonban,
hogy pontosan mit is jelent az, hogy ,,elegend6”, csak akkor valunk képessé, ha a legfontosabb nemlinearis
korrekcidokat — melyek az amplitid6é nem elhanyagolhaté mivoltabol adédnak — meg tudjuk allapitani.

Az [ hosszusagu, légiires térben lengd fonalinga esetében ismert [1,2], hogy a rezgésidének a kezdeti

@, (radianban mért) szogkitérésben elsd korrekciods tagjat figyelembe véve a periddusidd

/ 1
T=2r |— 1+(—J¢§ :
g 16
Innen leolvashatd, hogy az inga lengése akkor tekinthetd jo kozelitéssel linearis rezgésnek, ha a ¢,

amplitddora fenndll, hogy (1/16) ¢? <<1. Konkrétan, a hagyoményos, T'=27,/l/g amplitado-fiiggetlen
rezgésido-kifejezés 1 ezrelékre pontos, ha (1/16);08 <1/1000, azaz ha ¢, <0.13 radian, vagyis 7,5 fok. A

fiatal Galilei a pisai dom csillarjanak lengését figyelve, az iddt sajat pulzusaval mérve, fedezte fel a lengési
iddtartamok azonossagat kiilonb6z6 mértékii kitérések esetén [3]. Ez vezetett el késobb az ingadra feltalala-
sahoz.

A kezdeti kitérést 7,5 fok folé ndvelve, a rezgésidd egyre hatarozottabban fiigg az amplitadotol. A fenti,

els6 korrekceiot tartalmazé képlet maga is csak ¢, =42 fokig érvényes 1 ezreléknyi pontossaggal, ezutan az

amplitido6 negyedik, hatodik stb. hatvanyai is egyre nagyobb sullyal szerepelnek, ¢, =360 fok felé¢ kozeled-

ve pedig a lengésid6 végtelenhez tart (a fejjel lefelé induld hajohinta esete). A linearis, T =27,/l/ g rezgés-

id6- kifejezéstdl tehat egyre tavolabb keriiliink az amplitado ndvelésével.

Altalanosan igaz, hogy minden, nem egészen kis amplitidoju rezgés a nemlinearis tartoményban zajlik
(ahol a visszatérité eré mar a linearisnal bonyolultabban fiigg a kitéréstél). Ugy is mondhatjuk, hogy ,,nagy-
ban minden nemlinearis”. A rezgések periddusideje tehat altalaban fligg az amplitddotol, s azon keresztiil az
Osszenergiatol. Az amplitido-fiiggetlen rezgésido, kizarolag egy specialis eset, a linedris er6tdrvény sajatsaga.

1.2. Bifurkaciok

A nemlinearis rendszerek paramétereik valtozasa kovetkeztében elveszithetik stabilitasukat. Az eredeti-
leg stabil allapot instabilla valik, de megjelenik helyette rendszerint két 11 stabil allapot [4].

Erre egyszerti példa az Gn. centrifugalis szabalyozo, egy matematikai inga, melynek felfliggesztési pont-
ja a fuggbleges tengely koriil @ szdgsebességgel forog. Kis @ szogkitérések esetén a szokasos —mgle
visszatéritd forgatonyomatékon kiviil hat a centrifugalis erébdl szarmazo kifelé mutaté mi’@’ ¢ nyomaték is.
E két hatds versengése hatarozza meg, hogy mi torténik. Az eredé nyomaték mindaddig negativ, amig a forgas

eléggé lassu, pontosabban o < \/M . Az inga egyetlen lehetséges nyugalmi helyzete a zérus kitérésii allapot:
p*=0.Az 0, = @ kritikus értéknél gyorsabb forgatas esetén barmilyen kis kezdeti szogkitérésbol kife-
1¢ mozdul az inga, a fiigg6leges allapotba nem tér vissza. Az eredeti nyugalmi allapot instabilld valt. Az 1j
egyensulyi allapot a véges szogkitérés esetén érvényes —mglsin @ visszatérits és ml’w” singpcosg kifelé
forgatd nyomaték egyensiilyabol adodoan ¢* =arccos(g/lw*), egy véges @* érték vagy ennek ellentettje.
Ezek az allapotok stabilak, tehat a rendszer kis fluktuacioktol nem tavolodik el toliik.
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1. abra

A centrifugalis szabadlyozo bifurkdcioja a forgatasi szogsebesség fiiggvényében.
A gyakorlatban megépitett centrifugalis szabalyozok két, kozos sikban mozgo ingat tartalmaznak.
a) a kritikus forgatasi szogsebesség alatt csak a fiiggolegesen logo allapot valosulhat meg.
b) felette viszont a regulator kinyilik, és egy uj stabil allapot jelenik meg

a)

i

Szamos mas esetben is el6fordul, hogy valamely paraméter valtoztatdsakor egy stabil allapot hirtelen
instabilla valik és mellette 0j stabil allapotok sziiletnek. Az allapotok x * helyzetét a U/ -vel jelolt paraméter

fiiggvényében abrazolva gyakran villa-szeri rajzolatot kapunk (2. abra), ezért hivjuk ezt a jelenséget bifurka-
cionak, a rajzolatot bifurkécids diagramnak. A nemlinearitds elvalaszthatatlan tarsa tehat az instabilitas. (Az
egész jelenség hasonlo a termodinamikai fazisatalakulashoz, méghozza a masodrendii fazisatmenethez, de ne
feledjiik, hogy ott nem egyetlen anyagi pont, hanem Avogadro-szamnyi részecske szerepel.)

A
o* :

|

2. abra
Bifurkacios diagram: a centrifugadlis szabdalyozé @* egyensiilyi szogkitérése
az @ szogsebesség fiiggvényében. A szaggatott vonal instabil dllapotot jelol.
A bifurkaciés diagram dltalaban a staciondrius dllapotok x* helyzetét és stabilitasdat mutatja
valamely [ paraméter fiiggvényében

Altalanosan, minden nemlinedris rendszerben véarhato, hogy a paraméterek valamely valtoztatasara bi-
furkaciok kovetkeznek be. A bifurkaciok tehat igen gyakori jelenségek. Egy miiszaki gyakorlatbol ismert ma-
sik példa a hossziranyban terhelt rudak egyik vagy masik irdnyba torténd kihajlasa, mely egy kritikus terhelés
elérésekor hirtelen torténik meg.

Nemcsak nyugalmi allapot, hanem egy adott mozgastipus is elveszitheti stabilitasat. A gerjesztett nem-
linedris oszcillatornak példaul a rezonancia-frekvencia kdzelében két kiillonbozé amplitidoju rezgése lehetse-
ges (melyek kiilonbozo kezdofeltételekbdl érhetdk el), és 1étezik egy instabil rezgés is kozottiik, mely a gya-
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korlatban sohasem valosul meg [2]. A két stabil rezgés kozotti atmenet a frekvencia valtoztatasakor hirtelen
kovetkezik be. Ez jol megfigyelhetd a haztartasi centrifugak bekapcsolasakor, melyek eldszor mély erds, han-
got adnak, majd atvaltanak halk, de magasabb bugésra. Kikapcsolaskor pedig, amikor forgasi szogsebességiik
egy kritikus érték ala esik, egyszer csak mély, zorgd hangot hallatnak, s igy allnak meg.

1.3. Kéosz

Az energiabefektetés novelésével a rendszerek olyan bifurkacidkon mennek keresztiil, melyek soran
mozgasuk egyre bonyolultabb lesz. Ennek a sorozatnak egy lehetséges végallapota az tn. kdosz [4,5]. Ez so-
kaig tartd mozgas, mely azonban mégsem ismétli 6nmagat.

Amennyiben egy inga felfiiggesztési pontjat a vizszintes sikban periodikusan mozgatjuk, gerjesztjiik, a
mozgasa rendszerint kaotikussa valik: a @(f) szogkitérés-idé fiiggvény szabalytalanul valtozik, benne semmi-

lyen periodicitds sem ismerhet6 fel. A mozgas ugyanakkor torékeny abban az értelemben, hogy formaja nagy-
ban fiigg a pontos kezdeti allapottol, vagyis kis kezdeti kiilonbségek gyorsan feler6sddnek (3. dbra). A kaoti-
kus mozgés alapvetd sajatossaga — szemben a megszokott, szabalyos esetekkel —, hogy iddbeli lefolyasa érzé-
kenyen fiigg a kezdofeltételektol.

3. ébra
Kaotikus mozgas: ket, kézeli allapotbol inditott gerjesztett inga
vegpontjanak palydja a fiiggoleges sikban [4]. A kezdeti helyzetek olyan kozel esnek,
hogy a palyaknak megfelel6 vonalak eleinte nem kiilonboztethetok meg,
utana azonban gyorsan szétvalnak: a mozgas érzékeny a kezddfeltetelekre.
Az inga felfiiggesztési pontja az abran lathato vizszintes szakaszon mozog

A kaotikus mozgas tehat nem jelezhetd hosszu tavon eldre, hiszen a kezdeti bizonytalansagok jelentds
eltérésekre vezetnek az eredetileg kozelrdl induld palyakban. A kdosz ezért valosziniiségi modszerekkel irhatod
csak le helyesen. A véletlenszerlis€ég azonban nem terjed ki az 6sszes elképzelhetd allapotra (mint a hagyoma-
nyos zaj esetén). Ha példaul a surlodasos gerjesztett inga mozgasarol tigy vesziink mintat, hogy a szogkitérés
és szOgsebesség koordinatakat a gerjesztés periddusanak egész szamu tobbszordseiben abrazoljuk, akkor egy
érdekes mintdzatot kapunk (4. abra). Az ilyen alakzatokat fraktdloknak nevezik, nulla a tertiletiik, s tort, nem
egész dimenzioval jellemezhetdek. A mozgas soran a pontok ezen a fraktalon ugralnak latszolag szabalytala-
nul. Az eldrejelezhetetlen, véletlenszerli viselkedés csak erre a tartomanyra terjed ki. Az allapotot jellemzd
pont tehat bolyong, de e bolyongas bizonyos allapotok kozott torténhet csak (az dbran fehéren maradt pontok-
ba sohasem jut el). A kaoszbeli valdsziniiségi viselkedés tehat strukturalt, s rdadasul fraktal jellegli. Vagyis a
kaosz olyan hosszantartd6 mozgas, mely szabalytalan, nem jelezhetd eldre, de megfeleld dbrdzolasban alacsony
dimenzids fraktal-szerkezetet mutat.
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4. abra
A kdosz geometriaja: surlodasos gerjesztett inga kaotikus mozgasanak képe,
a szogkiterés-szogsebesség allapotsikon (fazistéren) az inga allapotat periodusidonkent abrazolva [4].
Egy megszokott, szabadlyos periodikus mozgas ugyanebben az abrdzolasban egyetlen pontként jelenne meg!

Linearis rendszer nem mutathat kaotikus viselkedést. A nemlinearitas viszont a kdosz révén a klasszikus
fizikén beliil is elvezet a véletlenszerli viselkedéshez és olyan mas szokatlan vonasokhoz, melyek egy linearis
vilagban elképzelhetetlenek lennének.

A kaosz gyakori eléfordulasat mutatja, hogy szinte barmely kozépiskoldbol vagy bevezetd egyetemi
eldadasrol ismert feladat kaotikus viselkedésre vezet, ha bizonyos megkotéseit feloldjuk (az inga felfiiggeszté-
si pontja példankban nem rogzitett, hanem periodikusan rezeghet).

A kaosz szdmos hétkdznapi jelenségben is megfigyelhetd. A motorok, autok €s repiildgépek elso kere-
kei konnyen berezegnek, vagyis kaotikus kilengéseket mutatnak. A tésztagylrds folyamatidban az egyes
anyagszemcsék gyors elkeveredése utal kaotikus mozgéasukra. A turmixgép akkor hatékony, ha kaotikusan
kever. Altaldban a szennyezések kornyezeti elterjedése is kaotikus folyamat.

A Naprendszer mozgasa tobb vonatkozasban is kaotikus. A kisbolygdk, aszteroiddk koziil nem tudjuk
pontosan, melyik kdzeliti meg a Foldet annyira, hogy belépve 1égkdrébe hulldcsillagként elégjen, vagy esetleg
becsapodjon a felszinre. A 2004 MN4 jelti, 400m atmérdjii aszteroidara vonatkozd szamitasok 2004. végén
még arra utaltak, hogy a kisbolygd 2029-ben iitk6zhet a Folddel. A pontositott adatok alapjan elvégzett szimula-
lasok ennek ellenkezdjét mutatjak. A koriilbeliil évente torténd késdbbi megkdzelitések koziil azonban a 2044,
2053-ban esedékesekrdl nem zarhat6 ki, hogy {itkdzés torténik. A szimuldcié addigra mar csak egy esemény-
sokasagot jelez, melyek kozott szerepel az iitkozés lehetdsége, ennek esélye azonban csekély. Minél tavolabbra
igyeksziink tehat elorejelzést tenni, annal kevésbé pontosak kijelentéseink, amely az aszteroida kaotikus mozga-
sara utal.

2. Térben kiterjedt rendszerek

A térbeli kiterjedéssel is rendelkez6 rendszerek, a folytonos kézegek ugy tekinthetdk, mint végtelen sok
elmozdulasra képes, egymassal kapcsolatban levé pont 0sszessége. Az ilyen, végtelen szabadsagi fokl rend-
szerek nemlinearis jelenségei a kis szabadsagi fokuakénal joval gazdagabbak, hiszen a térbeli viselkedés 1ij
vonasokat hoz be. Az ilyen rendszereket parcialis differencialegyenletek irjak le, melyek végtelen sok kdzon-
séges differencialegyenlet rendszerének feleltethetok meg. Ennek ellenére néhany vonasuk szoros parhuzamba
allithato a csak 1d6fliggd rendszerek nemlinearis jelenségeivel.

2.1. Nemlinearis hullamok

A nagy amplitadoju hullimok legegyszertibb példai a szolitonok [6]. Ezek a folyadékfelszin pup alaka
kidudorodasai. A hagyoméanyos szoéhasznalat szerint tehat nem a periodikus sikhullamok, hanem a csomagok
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megfeleléi. A szolitonok fontos tulajdonsaga, hogy ¢ sebességiik fiigg a kidudorodas 4 amplitidojatol és a
H vizmélységtol, méghozza a

c=+JgH(1+(1/2)4/ H)

szabaly szerint. Ez arra a legtobbszor eléforduld esetre vonatkozik, amikor az amplitid6 ugyan joval kisebb,
mint a vizmélység: 4 << H , de azért nem elhanyagolhatd. A kidudorodas oldal iranyu kiterjedése, félszéles-
sége (fél hullamhossza) ugyanekkor

I=H~3H/44,

ami H /A >>1 miatt joval nagyobb, mint a vizmélység: / >> H . A folyadék ezért a szoliton szempontjabol
mindig sekély. Erdemes emlékeztetni arra, hogy az elhanyagolhatéan kis amplitadoja, linearis hullamok se-

bessége sekély folyadékban [1,2] ¢, =+/gH (ami a fenti képletbdl is kovetkezik az A tart O hataresetben). A

nemlinearis hullam tehat mindig gyorsabban terjed, mint a megfelel6 linearis hullam.

T 7T

5. dbra
Szoliton-hullam jellegzetes alakja H dtlagos mélységii folyadékban.
A szoliton jellemzd adatai: A amplitudo, ¢ sebesség, | félszélesség

A szolitonok sebessége fiigg tehat az amplitadéjuktol, és raadasul még a hullamhosszuk is. Igy végsé
soron a c/l frekvencia is fligg az amplitddotol! Ez a szokasos linedris hullamok vilagaban elképzelhetetlen.
Gondoljunk arra, milyen lenne a hang, ha frekvenciaja amplitudo-fiiggd lenne (magassaga fiiggne pl. a hang
er6sségétol!). A jol ismert hang tehat linearis hullam. A levegében robbanaskor keletkezd 16késhullamok vi-
szont mar nagy amplitddojiiak, nemlinedrisak, 6k felelnek meg a hangterjedés nemlinearis hullamainak. A
nemlinearis hullimok frekvencidjanak szokatlan amplitado-fiiggése analog a nemlinedris rezgések periodus-
idejének amplitudo-fiiggésével (amit az 1.1 pontban targyaltunk).

A szolitonok, szemben az ugyanolyan mélységii folyadékban terjedd linearis hullamokbol képzett hul-
ldmcsomagokkal, sohasem folynak szét. Ha iitkdznek, az atfedési id6szak utan visszanyerik eredeti alakjukat.
Erre a részecskeszerli tulajdonsagra utal a neviikben szerepld ,,on” végzddés. Fontos eltérd tulajdonsaguk az
is, hogy haladasuk irdnyaba megmozgatjak a viztdmegeket (a lineédris hullamok csak rezgdmozgast hoznak
létre, eredé elmozdulas nélkiil). Rédadasul a vizben terjed6 nagy kiterjedésii szolitonok (mint minden hossz
hullam) rendkiviil lassan csillapodnak, gyakorlatilag idealisként viselkedik ilyenkor a folyadék.

Ezek a tulajdonsagok egyiittesen vezetnek arra, hogy a foldrengés altal keltett szoliton tulajdonsagu
tengerhullamok, tsunamik, nagyon veszélyesek lehetnek. Szomoru aktulitast adott a témakornek a 2004. de-
cember 26-ai tsunami az Indiai-6ceanban, mely rendkiviili karokat okozott. A nyilt tengeren a tsunami ampli-
tidoja mindossze koriilbeliil egy méter volt: 4 =1m. A H =5km étlagos vizmélységgel szamolva, képlete-
inkb6l ¢ =800km/h és [ =300km addédik. A nyilt tengeren a hullim tehat alig vehetd észre, de hatalmas
viztdmeget érint és igen gyorsan halad (Szumatratol Indidig 2 ora alatt ért el). Ez a viztomeg torlodik fel a
sekély vizben és okoz hullamtorés kozben jelentds pusztitast.

A szolitonokon kiviil sok més, alakjukban ¢és jellegiikben kiilonb6z6 nemlinedris hullam is 1étezik, mint
példaul az 6ceani dagaly megérkezésével jaro torlohullamok, vagy a kiilonbozo stiriiségli kozegek mozgasa
soran kialakul6 frontok (a 1égkdri hidegfront vagy a lavina mozgasa) [6].
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2.2. Instabilitasok

Energia-befektetés hatasara az aramlasok mintazatai megvaltozhatnak. Az eredeti aramlas instabilla valik, és
helyette j &ramlasi minta (vagy mintak) alakul(nak) ki. Ezt a jelenséget nevezziik hidrodinamikai instabilitasnak.

Kiilondsen meglepd az az eset, amikor a kiindulasi 4llapotban nincs is aramlas. Ekkor ugyanis egy kri-
tikus mértékii energia-befektetés mellet hirtelen megmozdul a folyadék, és a keletkez6 aramlas raadasul vala-
milyen szabalyos mintézatba rendezddik.

A legegyszeriibb példa a konvekcid (fel-, és ledramlds) beindulasa alulrol fiitott folyadékban, lefelé mutato
gravitacios térben. Tartsuk a folyadék aljat a kiils6 felszinnél AT -vel magasabb hémérsékleten. Amig AT kicsi, a
folyadék nyugalomban marad, a befektetett hd kizarolag hdvezetés utjan terjed a nyugvo kdzegben. Az alul felme-
legedett folyadék ugyan kdnnyebb a felette levonél és ra felhajtoerd hat, az azonban még nem eléggé nagy ahhoz,
hogy legy6zze a viszkozitasbol adodo fékezo erdt. E két erdhatds versengése donti el, hogy beindul-e aramlas. A
AT hoémérséklet-kiilonbség emelésével a felhajtoerd egyre erdsebb, ezért létezik egy AT, kritikus hémérséklet-

kiilonbség, melynél megmozdul az also folyadékréteg. Felaramlas kezdddik, de az anyagmegmaradés miatt oldalira-
nyu és lefelé mutatd mozgas is kialakul. Ez egységes €s megdobbentden szabalyos modon szervezddik aramlési
képpé [7,8,9]. Igen nagy kiterjedésii kozegben a fel és learamlo vizoszlopok a H vizmélységgel Gsszemérhetd
tavolsagokon szabalyosan kovetik egymast. A koztiik levd tartomanyokban a folyadék korkords mozgast végez
vizszintes tengelyli parhuzamos hengerek mentén. A szomszédos hengerek egymadssal szemben forognak. A porral
megfestett aramlast feliilrél szemlélve parhuzamos csikozat megjelenésének vagyunk tanui [7,8,9].

a) b)
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6. abra

A konvekcio, a Rayleigh—Bénard-instabilitas. Alulrol melegitett széles folyadékréteg.
a) A hémérséklet-kiilonbség kisebb a kritikusndl, a folyadék nem mozog.
b) A kritikusnal magasabb homérséklet-kiilonbség esetén konvekcio indul meg,
az aramlas idotol fiiggetlen és parhuzamos hengerek mentén zajlik

A kritikus érték koriil lezajld jelenséget instabilitdsnak nevezziik, a konkrét esetet elsdé leirdirol
Rayleigh—Bénard-instabilitasnak. Ha az aramlas jellegzetes v* sebességét (a kritikus pont f6lott egy adott
henger lehetséges korbeforgasi sebességét) és az allapot stabilitasat abrazoljuk a AT hémérséklet-kiilonbség

fiiggvényében, akkor ismét jellegzetes rajzolatot kapunk.

g

AT,

7. abra
A Rayleigh—Bénard-instabilitas jellemzése a AT hémérséklet-kiilonbség fiiggvényében.
A szaggatott vonal a kritikus pont folott instabilla valt aramldsmentes dllapotot jelzi.
Ugyannak a sebességértéknek az eloforduldasa + és — eldjellel arra utal,
hogy egy adott henger mentén az aramlas jobbra és balra is foroghat
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Azt is mondhatnank, hogy az aramlasi bifurkacion ment keresztiil (I.2 pont). A széhasznalatbeli kii-
lonbséget azért érdemes mégis fenntartani, mert itt nem egyetlen lehetséges adat megvaltozasarol van szo,
hanem az egész sebességeloszlas megvaltozasarol (mas széval: a bifurkacio egy fiiggvénytérben torténik).

Véges kiterjedésti edényben a mintdzat fiigg a perem alakjatol. Kialakulhatnak feliilnézetben gytrii
vagy hatsz0g alakt dramlasi képek is. Az utébbi sokszor megfigyelhetd serpenydben melegitett vékony olajré-
tegben. Hasonl6 jellegii instabilitasok alakulnak ki a kiilonb6z6 szogsebességgel forgatott koaxialis hengerek
kozott elhelyezkedd folyadék mozgasaban, amikor is elegendden nagy szogsebesség-kiilonbség esetén a for-
gastengelyre merdleges sikban hirtelen gytirliszerti aramlas indul be [8].

Akarmelyik esetet tekintjiik is, azt mondhatjuk, hogy a 'semmibol’ hirtelen lesz 'valami'. Ezt nevezzik a
mintazatképzddésnek [7,8]. Ez rdadasul spontan torténik, hiszen semmilyen kiils6 informéacio nem sziikséges a
minta kialakuldsdhoz, adott energiaaram mellett mindig ugyanaz a rajzolat jon létre (adott edényben). Ez a
felismerés jelentdsen hatott a fizika tarstudomanyaira is, hiszen ramutat arra, hogy nem sziikséges pl. a biolo-
giai mintazat pontos kodjat a DNS-ben tarolni, elég a megfeleld mintazatra vezetd kémiai reakcioét, mely
spontan modon adja majd a mintazatot, ha a paraméterek a megfeleld tartomanyba esnek.

2.3. Turbulencia

Az egyre novekvo energia-befektetés kovetkeztében egyre tobb instabilitdison megy at a folyadék, tér-
ben egyre O0sszetettebb és idOben is valtozd aramlasok alakulnak ki. Ezek egyre bonyolultabbak, és eldbb-
utobb mindegyikiik instabilla valik. Az egész folyamat végallapota a turbulens aramlas [6,8], mely térben is
¢és id6ben is teljesen rendezetlen (8. dbra)

8. abra

Turbulens aramlas. A balrol érkezd gyors homogén aramlas a képen
fiiggoleges vonalként megjelend racson athaladva instabilla valik, fokozatosan elveszti szabalyos jellegét [8].
A kép jobb oldalan mar a kifejlett turbulencia lathato, mely szabalytalanul egymdsba agyazott,
felbomlo és ujrasziileto, kiilonbozo méretii 6rvények dsszességének tekintheto.

A kifejlett turbulencidban minden egyes folyadékrészecske szabalytalan mozgést végez, azt is mond-
hatnank, hogy 'kaotikus'. Most azonban nem né¢héany valtozo, hanem - a térbeli kiterjedés miatt - végtelen sok
valtozd mutatja ezt a bonyolult viselkedést. A turbulencia térben és id6ben is 'kaotikus', ezért végtelenszer
bonyolultabb, mint maga a kdosz. Ennek megfelelden nem rendelhetd hozza egy alacsony dimenzios fraktal,
amit a kdosz 1.3 pontban adott definicidja megkdvetel. A turbulencidban a folytonos kdzegbdl adoddan végte-
len sok szabadsdgi fok mindegyike aktivan részt vesz. Ez nem zarja ki természetesen azt, hogy legyenek a
kaoszhoz hasonlé vonasai is, mint pl. az elérejelezhetetlenség.

Az eldrejelezhetetlenségbdl adodo valdszinliségi viselkedés most azonban az egész geometriai térre ki-
terjed. A turbulens aramlasban a folyadékmozgas ezért egyfajta bolyongas, mely nem struktralt (nem fraktal
szerkezetil), a részecske mindenhova eljuthat. Ez a hagyomanyos bolyongassal, a diffizioval analog folyamat,
de anndl joval gyorsabb. Mig a hagyomanyos diffizié a kérnyez6 molekuldkkal ad6dé szabalytalan iitk6zések
kovetkezménye, a turbulens diffuziot az okozza, hogy a kiilonb6z6 méretii, de mindenképpen makroszkopikus
orvények szabjak meg a részecskék mozgésat. Az adott anyagra nyugvo kozegben jellemz6 molekularis diffu-
zi6 allandojat a kozeg turbulens dramladsa 5-7 nagysagrenddel is megndvelheti! Egyetlen részecske bolyongasa
soran elmozdulasanak atlagos nagysaga az eltelt id6 négyzetgyokével no [7]. Ennek megfelel6en, két, kezdet-
ben igen kozel levo részecske a diffuzid hatasara t id6 alatt atlagosan
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(2Dt) Ax = 1/E2Dti

tavolsagra keriil, ahol D a diffuzids allando. Kovetkezésképpen egy pontszerii kezdeti koncentracio-eloszlas t
id6 utan atlagosan Ax atmérdjii tartomanyra terjed ki. Adott méret elérése tehat 5-7 nagysagrenddel gyorsabb
turbulens aramlasban, mint nyugvo kozegben.

Konkrét példaként tekintsiik a leveg6t, mint kdzeget. A makromolekulaktol eltekintve szinte minden
anyag molekularis diffazios allandoja 2-107°m?> /s koriili, turbulens diffuziés allanddja viszont eléri az
lm* /s értéket. Ahhoz, hogy egy kezdetben pontszerli koncentracidé 10m-re szétterjedjen, allé levegdben 30
napra lenne sziikség! Turbulensen kavargéd levegdben ehhez viszont csak 50 masodperc sziikséges. Ha tehat
szinte rogton megérezziik a szobaban, hogy mi késziil a konyhaban, az nem a molekularis diffizio, hanem a
lakés levegdjében mindig jelenlévd turbulens aramlasok kovetkezménye, és a turbulenciaban rejld véletlensze-
rt viselkedés hétkoznapi bizonyitéka.

Osszefoglalas

Elmondhatjuk, hogy egy linearis vilagban az itt felsorolt jelenségek (1. tablazat) egyike sem fordulhatna
eld. Az utobbi évtizedek tapasztalata azt sugallja, hogy amikor egy problémaval ismerkediink, a legelsé eldon-
tend6 kérdésnek annak kell lennie, hogy linearis-e vagy sem a probléma, ill., az azt leir6 differencidlegyenlet.
Redlis kozelitéseket alkalmazva, az els6 eset bekovetkezésére igen csekély az esély.

1. tabldzat.
A legfontosabb nemlinearis jelenségek ¢s megfeleltetésiik a kizarolag id6tol fiiggo, és a térbeli
kiterjedéssel is rendelkez0 rendszerekben.

Iddbeli jelenségek, Térben Kiterjedt rendszerek,

kis szabadsagi foku rendszerek nagy szabadsagi foki rendszerek
nemlinedris rezgések nemlinedris hullimok

bifurkacid instabilitas

bifurkécié-sorozat instabilitds-sorozat

kaosz turbulencia

A kiterjedt rendszerekben, kozegekben a nemlinedris jelenségek kore joval bovebb a térbeliséget kifeje-
70, végtelen sok szabadsagi fok miatt. A megfeleltetés ennek megfeleléen csak kvalitativ és jelzés érték.
Erdemes ezért a tablazat bal oldalan felsorolt fogalmakat szigoru értelemben csak a kis szabadsagi foku rend-
szerekre korlatozni, és a térbeli esettdl vald megkiilonboztetést a szohasznalattal is kifejezni.

Végiil megjegyezziik, hogy az emlitett nemlinearis jelenségek (1. tablazat) egyaltalan nem kotédnek kizard-
lag a fizikahoz. Megtalalhatok mind kémiai, mind biologiai rendszerekben, sét kozgazdasagi modellekben is.

Tudjuk, hogy a linearis torvények csak igen kivételes esetekben érvényesek. Amig tehat a nemlineéris jelensé-
gek nem kertilnek be a kozépiskolai, ill. egyetemi tananyagba kell6 sullyal, addig a kivételt tanitjuk, nem a szabalyt.
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