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1. ábra. Egy nemlineárisan gerjesztett harmonikus oszcillátor hosszú ide-
jû kaotikus mozgását jellemzô természetes eloszlás súrlódás jelenlétében
[1]. A vízszintes síkon az oszcillátor kitérését és sebességét ábrázoltuk a
gerjesztési periódusidô egész számú többszöröseiben, a függôleges ten-
gelyen az egyes pontok látogatási valószínûsége szerepel. Szembeszökô,
hogy az eloszlás mindenütt egyenetlen, maga is fraktáljellegû.
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KÁOSZRÓL, KICSIT BÔVEBBEN ELTE Elméleti Fizikai Tanszék
Gruiz Márton, Tél Tamás

Mi a káosz?

Magunk között (tanárok, fizikusok, mérnökök között)
szólva, a káosz a mechanikai mozgások általános formá-
ja. Matematikailag fogalmazva, minden, legalább három
elsôrendû közönséges differenciálegyenlettel leírható
rendszer idôbeli viselkedése kaotikus. Szigorúan véve,
feltételként megkövetelendô, hogy az egyenletek ne
legyenek lineárisak [1]. Ez viszont gyakorlatilag nem
jelent megkötést, hiszen a harmonikus oszcillátoron kívül
szinte minden mozgás nemlineáris. Mindezekbôl követ-
kezik, hogy a káosz a mechanikán kívül is (pl. a töltött
részecskék mozgásban, a plazmafizikában, a relativiszti-
kus mechanikában), sôt a társtudományokban (meteoro-
lógia, csillagászat, kémia, biológia stb.) is megjelenik
(lásd [2–5], valamint a Természet Világa 2002 óta tartó
káosz témájú cikksorozatát).

Nem meglepô, ha az Olvasó a káoszjelenségrôl esetleg
még nem hallott, ugyanis a fogalomkör az 1980-as évek
végére fogalmazódott csak meg, s még mára sem került
bele a hivatalos fizika tananyagba. A Mindentudás az
iskolában címû rovatban megjelent cikkünkben [6] egy-
szerû példákkal illusztráltuk a jelenséget.

Ezek jól mutatják, hogy az egydimenziós gerjesztett
mozgások, illetve a kétdimenziós súrlódásmentes mozgá-
sok már rendszerint kaotikusak. Az utóbbi osztályban az
akadályozhatja meg a káosz megjelenését, ha valamely
szimmetria miatt az energián kívül még egy megmaradó
mennyiség is létezik (mint pl. a Kepler-problémában az
impulzusnyomaték) [7–9]. Ebbôl az is látszik, hogy ha a
középiskolából jól ismert bármelyik feladatot (pl. egyet-
len lejtôn pattogó golyót, bolygómozgást, Atwood-ejtô-
gépet, álló lemezen pattogó golyót) kissé általánosítjuk,
valamely megkötésétôl megszabadítjuk, akkor a mozgás
könnyen kaotikussá válhat [10].

Az elôzô cikkünkben bemutatott példák alapján a
kaotikus viselkedés a következôképpen definiálható:

I. definíció: A káosz a kevés szabadsági fokú rendsze-
rek olyan mozgása, mely

– idôben szabálytalan, véges számú periodikus moz-
gás összegeként sem áll elô,

– hosszú távon elôre jelezhetetlen és érzékeny a kez-
dôfeltételre,

– megfelelô ábrázolásban (a fázistérben) komplex, de
rendezett struktúrát mutat: fraktálszerkezetû.

Ezek a tulajdonságok általában egymást feltételezik,
egyszerre vannak jelen. Ha tehát egy fizikai rendszer
hosszú távon aperiodikus, akkor idôbeli fejlôdése megjó-
solhatatlan és egyben – alkalmas ábrázolásban – fraktál-
szerkezetû (lásd Vicsek Tamás írását a 221. oldalon).

A hagyományos szemlélet oldaláról nézve mindhárom
újszerû és meglepô. Mivel a kezdeti bizonytalanságok
növekedése exponenciális ütemû, akármilyen kicsiny is a
kezdeti különbség, az viszonylag rövid idô alatt nagyra
nô. A kaotikus mozgás ezért hosszú távon elôre jelezhe-
tetlen, hosszú idejû viselkedése véletlenszerû.

A három definiáló tulajdonság mögött – magasabb
szinten – egyetlen közös vonás áll: a hosszú idejû visel-
kedés csak valószínûségi fogalmakkal írható le. A kaoti-
kus rendszerekben mindig kialakul egy idôfüggetlen va-
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lószínûségeloszlás. Ez a természetes eloszlás megmutatja,
hogy a fázistér egy-egy pontját milyen gyakran látogatja
meg a rendszer hosszú idô alatt (1. ábra ).

A káosz ezért definiálható úgy is, mint
II. definíció: A káosz a kevés szabadsági fokú rendsze-

rek olyan mozgása, melyet hosszú távon csak valószínû-
ségeloszlással lehet helyesen (és tetszôleges pontosság-
gal) jellemezni.

Ugyanakkor a káosz semmiképpen nem zaj, hiszen
abban a valószínûségi viselkedés minden lehetséges álla-
potra kiterjed (és a valószínûségeloszlás sima), a káosz-
ban viszont ezeknek csak egy fraktálszerkezetû részhal-
mazára (és az eloszlás maga is fraktál). Zaj esetén tehát
egy adott helykoordinátába folytonosan sok sebességér-
tékkel térhet vissza a rendszer, s a közeli sebességekhez
közel azonos valószínûség tartozik. A kaotikus mozgás-
ban viszont egy-egy helykoordinátához szintén végtelen
sok, de nem összefüggô, hanem izolált, kitüntetett sebes-
ségértékek tartoznak (melyek összessége fraktál), s rá-
adásul még a nagyon közeliek valószínûsége is erôsen
különbözô lehet (lásd 1. ábra ).

E véletlenszerû, sztochasztikus viselkedés eredete bi-
zonyíthatóan a kevés összetevô erôs és nemlineáris köl-
csönhatása. Meglepô ez, ugyanis olyan rendszerekrôl van
szó, melyekben egy adott állapotból a törvények ismere-
tében elvileg teljes pontossággal következtethetünk a
jövôre. Ezzel tehát a klasszikus mechanikában is elkerül-
hetetlenné válik a valószínûségi szemlélet! Az, amirôl
eddig azt hittük, hogy a mikrovilág, a kvantummechani-
kai állapotjellemzés velejárója, jó fél évszázaddal késôbb
a makrovilág mozgásaiban is alapvetô jellemzônek bizo-
nyul (természetesen egészen más okból). A mechanikán
kívüli elôfordulásokat is figyelembe véve azt mondhat-
juk, hogy egész természetszemléletünk átértékelését kö-
veteli meg az a tény, hogy determinisztikus rendszerek
hosszú távon véletlenszerû viselkedést mutathatnak.

Mit nem érdemes kaotikusnak tekinteni?

A káosz elôrejelezhetetlenségi tulajdonsága alapján csábí-
tónak tûnhet a következô definíció

III. definíció(?): A káosz bármely mozgás, mely hosszú
távon elôre jelezhetetlen.

Ezzel a definícióval azonban túl sokat markolnánk. Ne
feledjük, az ideális gáz minden egyes részecskéjének
mozgása egyfajta bolyongás, és ezért hagyományos érte-
lemben hosszú távon elôre jelezhetetlen (történetileg
éppen ez vezetett el, Einstein Brown-mozgással kapcso-
latos munkája [11] nyomán a stochasztikus folyamatok
elméletéhez). Másrészt, erre a kiszámíthatatlan viselke-
désre Boltzmann kinetikus elmélete óta létezik a mole-
kuláris káosz fogalma. Érdemes ezért az I. és a vele
egyenértékû II. definíciót, a determinisztikus káosz fogal-
mát a kis szabadsági fokú rendszerekre fenntartani. Ezek
véletlenszerû viselkedése amúgy is sokkal meglepôbb,
mint a nagy szabadsági fokúaké. A molekuláris káosz így
a zaj szinonimája maradhat.

A III. definíció elvetése azzal az elônnyel is jár, hogy
nem kényszerülünk a turbulenciát, a folyadékok (egy nagy

szabadsági fokú rendszer) idôben is és térben is szabályta-
lan viselkedését káosznak tekinteni. Nyugodtan mondhat-
juk, hogy a turbulencia a káosznál jóval bonyolultabb.

A légkör sok összetevôbôl álló, nagy szabadsági fokú
rendszer, melynek állapota gyakran turbulens. A meteo-
rológia ennek ellenére fontos szerepet játszott és játszik a
káosz kutatásában. Edward Lorenz meteorológus fedezte
fel 1963-ban, hogy az egyszerû rendszerek is lehetnek
elôre jelezhetetlenek [2, 5, 12]. A legújabb kutatások azt
bizonyítják, hogy bizonyos földrajzi helyeken és bizo-
nyos idôpontokban a légkör úgy viselkedhet, mint egy
kevés összetevôbôl álló rendszer. Ott és ilyenkor ezért –
annak ellenére, hogy az egész légkör turbulens – a ká-
oszról szerzett ismeretek haszonnal alkalmazhatók [2].

A káosz hasznáról és káráról

A káosz tehát egy érdekes, a hagyományoshoz képest
újfajta mozgásforma. Létezésének, az emberi felhasználás
szempontjából, vannak hasznos és hátrányos következ-
ményei is. Hasznos lehet például a folyadékokban törté-
nô sodródásban, miután éppen a káosz vezet a jó kevere-
déshez. Nem csoda hát, hogy a kaotikus dinamika egyik
alapmodellje az úgynevezett péktranszformáció [1], mely
ugyanazt a szerepet játssza a szabálytalan mozgások
megértésében, mint a harmonikus oszcillátor a szabályo-
sakéban. A turmixgép annál hatékonyabb, minél kaotiku-
sabb benne a folyadékelemek mozgása. A környezetvé-
dôk körében még mindig nem ismeretes, hogy a
szennyezô anyagok nagyskálájú terjedését kizárólag a
káosz ismeretében lehet érdemben megérteni.

A szabálytalan rezgések kialakulása, az áramkörök
begerjedése, vagy az ûrhajók eltérülése a tervezett irány-
tól viszont olyan folyamatok, melyeket elkerülni igyek-
szünk. Igen kicsi, de mégsem zérus annak a valószínûsé-
ge, hogy valamelyik kisbolygó kaotikus mozgása során a
következô évtizedekben összeütközik a Földdel.

A káosz egyik különleges tulajdonsága, hogy idôbeli
szabálytalansága ellenére szabályozható, periodikussá te-
hetô. Ezt éppen a káosz sajátos vonásai teszik lehetôvé.
Az egyik legelterjedtebb eljárás a bölcs gyermeknevelésre
emlékezet: megvárjuk, amíg a rendszer a kaotikus mozgás
során magától olyan állapotba jut, ahol jól megválasztott
kicsiny külsô hatás is elegendô ahhoz, hogy következmé-
nyeként a mozgás periodikussá, tehát szabályossá váljék,
azaz a kaotikusság ne maradjon fenn többé.

Tanítható-e (tanítandó-e) a káosz?

Jelen és elôzô cikkünkben példáinkat úgy választottuk
meg, hogy nyilvánvalóvá váljék: a káosz tényleg egysze-
rû rendszerekben fordul elô. A kettôs lejtôn (vagy a
rezgô lemezen) pattogó golyó mozgását egy igényes kö-
zépiskolás egyedül is (egy kevésbé igényes, tanári segít-
séggel vagy szakkörön) végig tudja számolni. Csak a
hosszú idejû iteráció követését kell számítógépre bízni.
Könnyen megérthetô az is, hogy egyszerû matematikai
struktúrák bonyolult idôfüggésû dinamikákra vezethet-
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nek [13, 14]. A fraktálszerkezetet feltáró megfelelô minta-
vételezési módszer kiválasztása, a fázistér fogalma és a
valószínûségi szemlélet viszont túlmutat azon, amit ma
középiskolában széleskörûen tanítani lehetne.

Érdekes módon azonban a kaotikus mozgás szabályta-
lan, és elôre jelezhetetlen jellege kísérleti eszközökkel kö-
zépiskolás szinten is jól hozzáférhetô. Ezt bizonyítja Bé-
késsy László István és Bustya Áron bajai diákok dolgozata
[15] a kettôsinga mozgásáról. Annak ellenére, hogy a pon-
tos mozgásegyenletet bonyolultsága miatt [9] az elméleti
fizika elôadásokon sem mindig vezetjük le, a két inga vég-
pontjának pályája egy-egy LED-del jól kirajzolható és vizs-
gálható. Sótér Anna székesfehérvári középiskolás Edward
Lorenz könyvének [12] útmutatása alapján kaotikus vízike-
reket épített. Egy ferde tengelyû korong peremére kilyu-
kasztott aljú mûanyag kávéspoharakat rögzített. A korong
felsô részére egyenletes erôsségû vízsugarat engedve, a
poharak különféle mértékig telnek meg, és a korong fo-
rogni kezd. A forgás szabálytalan idôközönként változtatja
irányát, a kerék mozgása kaotikus [16]. Biró István maros-
vásárhelyi diák a mágneses inga mozgását tanulmányozta.
Egy fotópapír alá két mágneses korongot rögzített, s fölé
hosszú ingát szerelt, melynek végére vastekercset helye-
zett. A tekercsek közé tett lézermutatóval a fotópapíron jól
kirajzolható az inga pályája, sôt a feketedés mértékébôl a
pillanatnyi sebességre is következtetni lehet [17].

A kaotikus jelenségek játékos formában történô elsajá-
tításához nagy segítséget nyújthatnak a szimulációs prog-
ramok (lásd pl. [10]), különösen manapság, amikor a diá-
kok a hagyományos tankönyvekkel szemben egyre in-
kább a számítógépek és az internet világában mozognak
otthonosan. E programok használatakor a kezdôfeltéte-
lek és paraméterek változtatása révén a diák a tananyag
passzív befogadójából aktív szereplôvé lép elô, amely
modern pedagógiai és módszertani ismereteink szerint
nagyságrendekkel növeli a tanulás hatékonyságát.

A kaotikus rendszerek akár kísérleti, akár számítógépes
tanulmányozása sajátos élményt nyújt. Egy nemlineáris
rendszer megismerése ugyanis valódi „kaland”, hiszen na-
gyon sok jelenség csak a konkrét mérés vagy szimuláció
közben tárul föl, legtöbbször teljesen váratlanul, meglepe-
tést okozva. Ennek során a diák megízlelheti a felfedezés
örömét, s érdeklôdése a tudományok irányába terelôdhet.

Összességében úgy gondoljuk, hogy a káosz középis-
kolai tanításának megteremtése nem is technikai, sokkal
inkább lelkiismereti kötelességünk. Miután felismertük,
hogy a jelenleg tanított fizikai mozgásformák mind kivé-

telek, vajon megtehetjük-e, hogy a szabályról, az általá-
nos mozgásformáról – amely ráadásul alkalmas arra,
hogy a fizika újszerû vonásaira és egyben a mindennapi
élettel való kapcsolatára is felhívja a figyelmet – nem ej-
tünk szót? A Fizika Világéve szellemében csakis a nem
lehet a válasz.1 Kollégáinkat ez irányban történô további
közös együttgondolkodásra buzdítjuk.
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