
8. ábra. A vízszintesen gyorsított fordított inga koordinátáinak értel-
mezése.
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KVANTÁLT VEZÉRLÉSI PROBLÉMÁK – II. RÉSZ
Megállítható-e fordított helyzetében a mozgatott felfüggesztésû inga?
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A vízszintes gyorsított fordított inga

Jelölje ismét ϕ az inga pozitív y tengellyel bezárt szö-
gét (8. ábra ).

Az együttmozgó koordinátarendszerben −a (t ) te-
hetetlenségi gyorsulás lép fel a vízszintes irányban.
Ennek a rúdra merôleges komponense −a (t ) cosϕ, a
teljes tangenciális gyorsulás tehát g sinϕ−a (t ) cosϕ.
Így a mozgásegyenlet

A (19) abban a lényeges vonásban különbözik a füg-

(19)ϕ̈ = a (t )
l

cosϕ g
l

sinϕ .

gôlegesen gyorsuló inga (7) egyenletétôl, hogy az
elôírt a (t ) gyorsulás most cosϕ-vel szorzódik, a szög
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más szögfüggvényével, mint g. Ez az oka annak, hogy

9. ábra. A vízszintesen gyorsított inga mozgásának fázisai a t = 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3 és 3,5 pillanatokban, A = 56, ϕ0 = −2,5, ϕ̇ = 0, d = d0

esetén. xmax = 38,8.
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10. ábra. A szimulálással meghatározott szögkitérés-idô függvény
különbözô d értékek mellett (A = 56, ϕ0 = -2.5 és ϕ˙ = 0). A ta = 3,55
pillanatot, amely után a gyorsítás elhanyagolható, fekete pont jelöli.
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most nem található közvetlen kapcsolat a Schrödin-
ger-egyenlettel. Látni fogjuk, hogy ennek ellenére
kvantált viselkedést tapasztalhatunk, noha a vezérlési
spektrum egészen más jellegû lesz.

A τ szerinti dimenziótlanítás után a (10)
paraméte-rek jelennek meg, s a mozgásegyenlet a

alakot ölti. A dn kvantált érték megtalálása esetén
az

(20)ϕ̈ = A th2 t 1 cosϕ (A d ) sinϕ

idôállandót ismét a (12), a kezdeti gyorsulást ismét a
(14) összefüggés adja meg.

A sikeres vezérlés mozgásformái

A vízszintesen gyorsított inga jellegzetes mozgásfor-
máit a 10. ábrán mutatjuk be az A = 56 kezdeti gyorsu-
lás mellett. Különösen érdekesek a nagy negatív kez-
deti szögkitérésû esetek. A ϕ0 = −2,5 rad kezdôfeltétel
esetén, amely a vízszintes sík alá hajló kezdeti álla-
potnak felel meg, az inga elôször nagy negatív gyor-
sulásnak van kitéve.

Legyen elôször d = 37,7. Az ingával együttmozgó
rendszerben a pozitív x irányba mutató tehetetlenségi
gyorsulás lép fel, mely a g gravitációs gyorsulással

együtt egy ferdén lefelé mutató eredô gyorsulást, ef-
fektív gravitációs erôt jelent. Az inga az ennek megfe-
lelô egyensúlyi helyzet felé indul, és szögkitérése egyre
nagyobb negatív érték lesz. Mire azonban az egyensú-
lyi helyzetet elérné, az már megváltozott (közelebb
kerül a függôleges irányhoz, hiszen a gyorsítás nagysá-
ga csökkent), ezért túllendül rajta. Az adott d paraméter
esetén a szög elér egy maximális nagyságú negatív (de
2π-nél abszolút értékben kisebb) kitérést, ott visszafor-
dul, majd lógó helyzetén átlendül, és a kezdôfeltételnél
nagyobb, de még negatív maximumot elérve ismét
visszafordul. ta = 3,55 idô eltelte után a gyorsítás gya-
korlatilag megszûnt, hiszen abszolútértéke g /100. Az
inga ettôl kezdve a ϕ = π természetes nyugalmi hely-
zete körül végez nagy amplitúdójú lengéseket.

A d = 37,7206 paraméterrel az inga már majdnem
eléri a −2π szögkitérését, de kicsivel elôtte mégis visz-
szafordul, és pozitív szögsebességgel nagyon jól meg-
közelíti a 0 instabil állapotot, de onnét még vissza-
esik. Az alig nagyobb d = 37,7207 paraméterrel az in-
ga, miután ismét visszafordul −2π elôtt, most már, ha
lassan is, de átjut a ϕ = 0 függôleges állapoton, eléri a
2π, majd a 4π értékeket, azaz pozitív szögsebességgel
többször átforduló mozgást végez (természetesen a
függôleges helyzetek körül igen lelassulva).

Ebbôl tudhatjuk, hogy a sikeres vezérlés ezen két d
érték között valósul meg. Numerikus számolásunk
szerint ehhez d0 = 37,7206105 tartozik.

A (12) összefüggés megadja a d0-hoz tartozó idôál-
landót: l = 0,1 m, 1 m és 10 m-es ingákra rendre 0,43 s,
1,35 s és 4,3 s értékeket kapjuk. Az A kezdeti gyor-
sulás (14) szerint mindegyik hossz esetén a0,0 = 3,06 g,
azaz nem túlságosan nagy kezdeti gyorsulással meg-
valósítható a d0-hoz tartozó kvantált vezérlés. A 9.
ábra a sikeres vezérlés térbeli lefolyását mutatja né-
hány pillanatfelvétellel.

Az idôfüggô vezérlési spektrum

A vezérlési spektrumok pozitív és negatív kezdeti
szögkitérésekhez tartozó része most erôsen eltér. Ez
annak köszönhetô, hogy negatív irányú gyorsítást al-
kalmazunk – lásd (1) –, és ez megtöri a jobb-bal szim-
metriát. Ha áttérnénk a pozitív irányú gyorsításra (A
negatív lenne), akkor ugyanezen spektrumok függô-
leges (ϕ0 = 0) tengelyre tükrözött változatát kapnánk,
hiszen a gyorsulás elôjelváltása a szög tükrözésének
felel meg. Az ábrákon most is csak a nagyobb tartomá-
nyokra kiterjedô vezérlési lehetôségeket ábrázoljuk.
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Az A = 12 esetben (11. ábra ) a jobb oldalon össze-

11. ábra. A vezérlési spektrum A = 12-re. A jelölésben szereplô
számok a végállapot (ϕ = 0) eléréséhez szükséges körülfordulások
számát és irányát jelölik.
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sen egy ágat látunk, és az sem folytonos. Ez azt jelen-
ti, hogy vannak olyan kezdeti szögsebesség-interval-
lumok, ahol nem létezhet sikeres vezérlés. A π-hez
közel esô kezdeti szögkitérésekkel azt tapasztaljuk,
hogy vezérlés úgy lehetséges, ha a nagy kezdeti gyor-
sítás balra megrántja az ingát, az emiatt felfelé moz-
dul, de visszafordul, és csökkenô gyorsítás mellett,
pozitív szögsebességgel éri el az átfordulásnak megfe-
lelô 2π helyzetet. ϕ0 = 2 körül, ahol már amúgy is na-
gyon nagy kezdeti gyorsításra lenne szükség, ez az ág
megszakad. Rövid kihagyással egy másik ág jelenik
meg ϕ0 = 1,5 körül, ahol az inga a nulla szögkitérésû
helyzetben áll meg, úgy hogy ϕ elôjele nem változik.
A mozgás jellegét tekintve ez felel meg a függôleges
eset d0-val jelölt ágának. Ekkor a felfüggesztési pontot
mintegy az inga alá toljuk. Sajnos, minden ilyen lehe-
tôség csak igen nagy gyorsulással valósítható meg. Az
origó környékén megjelenik egy újabb rövid ág, ahol
a végállapot 2π. Ilyenkor tehát – annak ellenére, hogy
a kezdeti szögkitérés kicsi – az inga erôsen kileng, s
egy átfordulás után áll meg.

Kis negatív szögkitérésekkel ismét találunk egy
vezérelhetetlen, több mint 0,5 radián hosszúságú in-
tervallumot. Utána megjelenik egy ág – amely mentén
a mozgás mentes az elôjelváltásoktól –, a d0 ág folyta-
tása, annak megfelelôen, hogy a kezdetben negatív
irányba dôlô ingát úgy rántjuk meg, hogy az a fordí-
tott helyzetben álljon meg, mire véget ér a gyorsítás.
A ϕ0 = −π/2 környékén újabb (0,2 hosszúságú) szaka-
dás történik. Ez érthetô, hiszen itt dôl el, hogy a víz-
szintesen megrántott inga fölfelé vagy lefelé fordul.
Az ennél nagyobb negatív irányú kezdeti szögkitéré-
sekre három ág rajzolódik ki. A legalsó ág mentén a
szögkitérés nem éri el −2π-t és az elôtt visszafordulva,
az inga végül ϕ = 0-val, fordított helyzetében megáll.
Ez tehát ismét egy d0-nak tekinthetô ág. A fölötte el-
helyezkedô két ág a −2π, illetve −4π-ben történô
megállásnak felel meg.

Az A = 30 és 56 értékekhez tartozó vezérlési spekt-
rum jellege nagyon hasonló, ezért külön ábrán nem is

mutatjuk be ôket. Az új vonás az, hogy ϕ0 > 0-ra egy-
más felett több ág is megjelenhet, amelyek most egy-
máshoz közel helyezkednek el, és a feljebb levôk
általában rövidebbek.

A vízszintesen gyorsított fordított inga
kis kitérésû határesete

A (21) egyenlet kis szögkitérésekre, amikor sinϕ ≈ ϕ,
viszont cosϕ ≈ 1, a következô alakú

Az elsô tag itt egy, az inga állapotától független külsô

ϕ̈ = A th 2 t 1 (A d ) ϕ , ϕ << 1. (21)

hatást ír le. Ez tekinthetô például egy külsô forgatónyo-
matéknak. A (21) egyenlet tehát egy hagyományos me-
chanizmussal gerjesztett instabil (hiszen A > d ) lineáris
oszcillátor egyenlete, amelyben semmilyen kvantált vi-
selkedésre való hajlam nem ismert. Ennek tulajdonítha-
tó, hogy az origó körüli kezdeti szögkitéréssel csakis
olyan vezérlés létezik, amelynek során az inga elôbb
nagy kitérésû mozgást végez, amely ekkor már nem ír-
ható le (21)-gyel, s csak annak végeztével állapodhat
meg a nulla kitérésû állapotban.

A Schrödinger-egyenlettel való kapcsolat teljes
hiánya miatt a megtalált szerkezet jóval kevésbé sza-
bályos, és jóval kevesebb vezérelhetô esetet találunk.
Meglepô azonban, hogy nem csak izolált pontokban,
hanem kiterjedt intervallumokban is fennáll a sikeres
vezérlés lehetôsége, továbbra is kvantált módon.

Kitekintés

Eddig a kezdeti szögsebességet nullának választottuk.
Vizsgálataink azt mutatják, hogy a spektrum függ ϕ̇ 0

értékétôl is. Kis mellett az eddig látottakhoz ké-ϕ̇ 0

pest azonban csak keveset deformálódik. Hasonlóan,
a szögsebességgel arányos gyenge disszipáció is csak
kevéssé módosítja az eredményeket. A kezdeti A
gyorsulás növelésekor a spektrumban mindig egyre
több ág jelenik meg.

Végül gondoljuk át, hogy mi történhet, ha az a (t )
gyorsítás jellegét is megváltoztatjuk. A gyorsítási függ-
vény a Schrödinger-egyenlet potenciálfüggvényének
felel meg. Mivel bármilyen egydimenziós potenciál-
ban létezik legalább egy diszkrét energiaszint [7], a
függôlegesen gyorsított ingák (7) egyenletében is
minden a (t ) < 0-ra lesz ezért legalább egy sikeres d0

vezérlési ág (amely függni fog a kezdô szögkitéréstôl
és szögsebességtôl). A fölfelé gyorsítás (a (t ) > 0) ese-
te potenciálgátnak felel meg a (17) Schrödinger-
egyenletben, ezért ilyenkor a vezérlés gyakorlatilag
lehetetlen.

A más irányokban gyorsított ingák – és általában az
instabil végállapotba juttatást célul kitûzô vezérlési
problémák – esetén azt várjuk, hogy e két eset kombi-
nációja fordul elô: a kezdeti feltételek bizonyos tarto-
mányában nem sikeres a vezérlés, másutt pedig kvan-
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tált módon, azaz a paraméterek diszkrét értékeinél,
egy vezérlési spektrum mentén megvalósítható a
rendszer instabil végállapotba juttatása.

A különbözô technikai rendszerek vezérlése a
rendszert jellemzô paraméterek ismeretében haté-
kony irányítási módszerként ismert. Esetünkben az
inverz ingák – fentiekben bemutatott – instabil egyen-

súlyi állapotba, vagy annak közvetlen közelébe jutta-
tása csupán a kezdôfeltételek helyes megválasztásával
alternatív lehetôséget kínál az eddig elterjedt összetett
szabályozási algoritmusokkal szemben.
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