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A cikk célja, bogy kideritse, kaotikus-e a pontszerii
labdak lépcson lefelé torténé pattogé mozgdsa. Az
titkézesek koordindtaira egyszerii rekurzios szabalyt
vezetiink le, amelyek alakjabol azonban nem olvas-
baté le a kaotikussag megléte vagy bianya. A nume-
rikus szimuldlasok arra utalnak, hogy elobb-utobb
mindig dallandosult mozgas alakul ki, amelynek jelle-
ge rendszerint kvaziperiodikus. Az titk6zési egytittha-
totol valo fiiggés meglebetosen bonyolult is lebet,
kdoszra utalo jelet azonban nem talalunk. A szamo-
lasok matematikai igénye a kézépiskolai szintet nem
baladjdak meg, az olvasonak a jelenséggel valé ismer-
kedéset a bttp.//crnl.bu/lepcso oldalon minden eldis-
meret nélkiil futtathato programok segitik.
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Egy osztrik gimnaziumi tankonyvben tobb, kozismer-
ten kaotikus mozgissal jiro jelenség bemutatisa ko-
zOtt azt olvashatjuk, hogy a labda lépcsén torténd
pattogasa is kaotikus [1]. A szerzdk elvileg nem gon-
dolhattak a gumilabdara, amelyben a pattogasok ko-
zott rugalmas hullamok is terjednek, hiszen az térben
is lejatsz6do, magas szabadsdgi foku dinamika lenne.
Alacsony dimenzioju leirdst tekintve valasszuk a leg-
egyszertbbet, a pontszerd labdat feltételezs (tehat a
labda forgasat elhanyagol6) modellt! Feltesszik, hogy
a labda egy hosszu lépcsGsoron rugalmasan pattog, a
mozgas sordn az Utkozési egyltthatd értéke k< 1 al-
lando6. A 1épcsGt sima vizszintes és fligglleges feliile-
tekbdl osszetettnek tekintve, egy biliard-problémat
definialunk, amely szemben a szokasos biliardokkal
(példaul stadion biliard [2]) gravitdcios erStérben ér-
telmezett. Ezért az utkozési energiaveszteség mellett
energiandvekedés is felléphet a magassag csokkenése
kovetkeztében. Els6 ranézésre nehéz eldonteni, hogy
lehet-e kaotikus a mozgas: a sima vizszintes feltlet a
kidosz ellen szol (hiszen siktiikorként, vagyis nem
szoroként viselkedne fénnyel valdé megvilagitas ese-
tén), a lépcsd élei, a fokok végén 1évs pontszerd toré-
sek viszont esetleg mellette. Ezért alaposabban vizs-
galjuk meg a mozgast, egyszerd (kozépiskolai szintd)
levezetéseket és szimulaciokat hasznalva.

A modell

Legyen az egyes lépcséfokok hossza I, magassiguk
M és a lépcsé lejtsen balrol jobbra (1. dbra). Mivel az
ttkozési egytitthatd 1-nél kisebb, a labda beesési se-
bességének fiiggbleges v komponense minden Utko-
zéskor k < 1-szeresére valtozik. Az u > 0 vizszintes
komponens id6ben végig allandd marad. A tajékozo-
das kedvéért megadjuk tomor, azonos anyaga golyo-
val itkoz6 golyok titkozési egyltthatojat [3] szerint:
tveg, elefantcsont 0,9; acél 0,7; 6lom 0,2; sajat méré-
seink alapjan pedig: tomor gumi 0,8; fagolyo 0,3, illet-
ve néhdny labda tipikus itkozési egyttthatoja kélap-

Koszonjuk Karolyi Gyorgynek a kézirattal kapcsolatos hasznos ész-
revételeit, Pall Csabanak pedig a honlapon taldlhatdé programok

megirdsiban nyujtott segitségét. A munka az NK100296 OTKA pi-
lyazat tamogatasaval késziilt.
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1. abra. Az I hosszisagu és M magassagu fokokkal rendelkezs lép-
cs6n pattogd labda palydja és jellemzé adatai: az n-ik titkozés helye

X, 4 Visszapattanas utdni figgdleges sebesség v, a vizszintes allando

n w

sebesség u, és az n-ik titkdzés utdn atugrott lépcséfokok szima N,

rol visszapattanva: pingponglabda 0,8; focilabda 0,7;
teniszlabda 0,7; felfdjt gumilabda 0,4.

Célunk, hogy kapcsolatot taldljunk az n-ik és az
n+1-ik Utkozés hely- és sebességadatai kozott. Az
egyszerlség kedvéért helyezzik koordinata-rendsze-
rinket minden ttkozéskor azon lépcséfok a bal szélé-
re, amelyen az Utkozés torténik. (Ez azt jelenti, hogy
az Utkozés x koordinatajat mindig visszatoljuk a (0, L]
intervallumba.)

Legyen az n-ik ttkozés koordinatija x,, és a vissza-
pattanas utanifiggsleges sebesség v,,. A labda — visz-
szapattanas Ota eltelt 7 idGvel kifejezett — magassaga a
1épcsé felszinétSl mérve

J
w = v, 1-8p,
2
mikozben az origotdl mért vizszintes tavolsiga
x(1) = x, +ut

A kovetkezd utkozésig eltelt At, id6 meghataroza-
sahoz célszerd feltenni, hogy ismert, hany lépcséfok-
kal lejjebb pattan legkodzelebb a labda. (Persze most
még nem tudjuk ezt a szimot, de késébb latni fogjuk,
hogyan hatarozhaté6 meg.) Legyen ez az N, egész
szam, amely fontos viltozé lesz a tovabbiakban. A
repulési id6 kiszamitisahoz felhasznaljuk, hogy a
kovetkezs, n+1-ik ltkozéskor a labda az y = —=MN,

n

magassagban elhelyezkedd lépcsével talalkozik, azaz

v, At =S (A1) = —-MN,

2 n
amibdl
JOi+28MN, +uv,
At = .
8
A becsapodas

v,—gAt = —\[U2+2gMN,

fuggdleges sebességgel torténik. A visszapattanasi se-
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besség e sebesség ellentettiének k-szorosa, igy kozvet-
lentil az n+1-ik titkozés utan a fliggsleges sebesség

v, = kJvi+2gMN,. D

Ekkor a labda az origotol vizszintes iranyban x,,+uAt,
tavolsagra, jobbra van. N, nem mds, mint az a szam,
amely megadja, hogy ebben a tavolsigban hanyszor
van meg az L lépcsShossz. At,-t behelyettesitve,

anrﬁ vn+\/vfl+2gMNn) )

N = 8
n L )

ahol a szogletes zarojel az egész részt jeloli. Ha a (2)
egyenletnek tobb megoldasa is lenne, akkor koziilik
a legkisebb N,-re van sziikséglink. A keresett N, kife-
jezhetS tehat az n-ik Utkozés adataival és a paraméte-
rekkel.

A lépcsofokra helyezett koordinata-rendszerben az
ttkodzés utani x,,, koordinata a vizszintes elmozdulas
és az LN, killonbsége, azaz

x7l+1:x7l+ﬁ(0n+VUfI+2gMNn)_LNn' (3)

8

Az (1D-(3) rendszer egyfajta mozgasegyenletet, leké-
pezést alkot,! megadja a kovetkezs titkdzés x,,, hely-
és v,,, sebesség-koordinata értékét az el6z6 x,, v,
ismeretében, az N, mennyiség kiszamitisanak kozbe-
iktatasaval.?

Dimenziotlan alak

Erdemes felismerni, hogy a mozgisegyenletek irhatok
egyszerdbb alakban is, olyanokban, amelyek nem
fuggnek mar példaul kilon-kilon a 1épesS hosszatol
és magassigatol, csak a meredekség abszolat értéké-
nek m = M/L értékétsl. Ezt akkor kapjuk, ha (3)-at
L-lel osztva olyan alakba rendezziik at, amely a helyet
a lépcsShosszhoz viszonyitva adja meg, és ezzel egy-
idejileg a sebességet is a konstans u > 0 vizszintes
sebességhez viszonyitva adjuk meg, vagyis mindentitt
v,/ u-t szerepeltetjuk:

€))

uz UT! Z}Vl ’
+ — | — + — | + mN
gL u u u? "

Vegyilk észre, hogy a leképezés segitségével a ferde hajitas
parabolaivének kiszamitasa nélkiil, kozvetleniil kapjuk meg a be-
csapodasi adatokat.

2 Mivel x,,, definici6 szerint 0 és I kozé esik, x,,,/L egész része
nulla, és I-lel valo osztds utan (3) egész részét véve visszakapjuk
(2)-t. Ez azt jelenti, hogy N, megkaphat6 Ggy is, hogy (3)-ban addig
irunk egész szamokat N, helyébe, amig L-nél kisebb, de pozitiv
megoldast nem taldlunk x,,,,-re.
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Vegytik észre, hogy itt m-en kivil mar csakis egy pa-
raméter, a gL/u’ kombinacio jelenik meg, amelyet
ezentll bhosszparaméternek neveziink és H-val jelo-
link. Ha hasonl6an elemezziik a masik két egyenle-
tet, azokban sem talalkozunk Gjabb paraméterekkel.

Hasznos ezért a v/u — v, x/L — x helyettesitéssel
definialt dimenziotlan valtozokra, vagyis az u egysé-
gében mért v {fliggSleges} sebességre és a L egységé-
ben mért x helykoordinatira attérve felirni az egyen-
leteket. Ebben a jelolésben

v, =kJU:+2mHN, , 3

1

+—\v +yv*+2mHN, ), ©)
H n n n
xn+l=xn+%[(vn+\/vi+2mHNn )—Nn. @)

Jol latjuk, hogy a mozgas 6sszesen harom adattél, a

s M, H= L8
L u?

kombinacioktol fligg, vagyis a klitkdzési egytitthatotol,
az m meredekségtdl és a H hosszparamétertsl (mig az
eredeti (1)—(3) alakban még 5 paraméter, kb, M, L, ués g
szerepelt). Utobbi kiilondsen érdekes, azt mutatja meg,
hogy az u vizszintes és u fliggSleges kezdGsebességi
(tehat 45°-0s) ferde hajitas u?/g féltavolsiga hianyszor
fér ra a lépcsS L hosszara. Szemléletesen: minél kisebb
H, annal aprobb lépcsofokokat kell az u vizszintes se-
bességgel repuld labda ive ala képzelni. A hosszpara-
méter megjelenése azt jelenti, hogy adott labdaval,
adott meredekségu lejtén a 4L hosszisagu lépcséfoko-
kon 2u vizszintes sebességgel mozgd labda éppugy
mozog, mint az L méretd lépcsSfokokon u sebességgel
mozgo (és ugyanigy, mint a Holdon a 6L hosszasaga
lépcssfokokon u sebességgel mozgd). A hosszparamé-
ter tehat a 1épcsé hosszat nem geometriai, hanem dina-
mikai szempontbdl jellemzi, a mozgisra jellemzd ada-
tokkal veti 6ssze.®* Hosszu 1épcséfokokrol a tovabbiak-
ban akkor beszéliink, ha a H hosszparaméter elegen-
déen nagy, pontosabban (lasd 7. feladat), ha H> 2m.

n n

1. feladar®

Annak érdekében, hogy a hosszparaméter jelenté-
sét mas oldalr6l is megvilagitsuk, mutassuk meg,
hogy egy lépcsdfok végpontjardl vizszintes u > 0 se-
bességgel inditott labda a 1épcsSfok hosszanak x-sze-
resénél utkozik elszor az alatta 1évével, ahol

> Szellemében hasonl6 az dramliasok Reynolds-szimiahoz, vagy
még inkabb Froude-féle szamahoz.
* A feladatok részletes megolddsai a crnl.hu/lepcso honlapon

megtalalhatok.
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Adott m meredekségi lépcsén a 1é€pcssfokok akkor
tekinthetSk hosszinak, ha ez az ardny kisebb egynél,
azaz H>2m.

Az éptletekben el6forduld 1épcséfokok kortlbelil
kétszer olyan hossztak mint magasak, ezért az m =
1/2 meredekséget fogjuk haszndlni. Az Utkozési
egyutthatot széles tartomanyban valtoztatjuk, és a
jobb dttekinthetSség kedvéért, a sebességhez képest
hosszu 1épcséfokokat vizsgilunk a H e (2, 8] interval-
lumbol.’ Alapesetnek a H = 4 valasztast vesszik, ami-
kor H/2m = 4, vagyis vizszintesen indulva az elsé
ttkozés a lépcesShossz felénél torténik.

Egyszer( periodikus pattogas

A nem tal kis Utkozési egyttthatoju esetekben, azaz
ha a labda nem kezd el cstszni valamelyik 1épcséfo-
kon (részleteket a cstszasrol lasd majd A csuszdsba
térténd dtmenet fejezetben), akkor mindig azt ta-
pasztaljuk, hogy el6bb-utdbb egy allanddsult moz-
gast felvéve pattog lefelé. Ezen mozgas alatt teljestl
az, hogy az litkdzések miatt elvesztett energiat a gra-
vitacios tér éppen kompenzilja, a mozgas fliggbleges
atlagsebessége allando. Az Utkozési veszteség egy-
fajta disszipacio, aminek kovetkeztében a rendszer
celfelejti” kezddallapotat. A kezddfeltételek széles
osztalyabol tehat ugyanaz az allandosult mozgas ala-
kul ki végtil, vagyis egy bizonyos mozgdsillapot felé
,vonzodnak” a labdak, amit igy ,attraktornak” is ne-
vezhetiink.

A 2. abran bemutatott mozgas kortilbelil az 6to-
dik pattanastol kezdve ismétlédik. Itt a legegysze-
rdbb attraktort, a periodikus ugralds attraktorat is-
merhetjlk fel. A b) betétabra mutatja, hogy az x,, v,,
N, sorozatok maguk is konstans értékhez, fixpontok-
hoz tartanak.

Annak érdekében, hogy az érdekldds olvasok in-
teraktiv modon is megismerkedhessenek a jelenség-
gel, a crnl.hu/lepcso honlapon elérhetévé és kipro-
balhatova tettlink néhdany programot, amelyek kilon-
boz6 paraméterekkel és kezddfeltételekkel rajzoljak
ki a labda mozgasit a 1épcsén.® A paraméterek meg-
addsa utan a Lépcsé nevl program abrazolja az m
meredekségl 1épcsdt, és a rajta elinditott pattogd
labda palydjanak a rajztertletbe esS részét. A kovet-
kez6 programok az egyes palydkra jellemz6 x,, v, és
N, értékeket mutatjadk n figgvényében, a Fazistér
programok pedig az x,, v, és N, koordinatak altal
kifeszitett térben (az tgynevezett fiazistérben) abra-
zoljak a mozgast (kivalaszthat6, hogy melyik két

> Az emlitett H tartominy meghatirozdsinak nem matematikai
okai vannak, hanem megitélésiink szerint kortlbeltl ezen paramé-
terek jellemzdk a valds lépcs6kon lepattogd nem nagy vizszintes
sebességl valos labdakra. A széban forgd paramétertartomanyon
belil kvalitative azonos mozgasformakat talaltunk.

¢ Mindegyik program JavaScriptben frédott (a forrdskod is elérhe-
t6), tetszéleges bongészével futtathato (az adatbevitelnél php részt
tartalmaz).
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2. dbra. Pattogis k = 0,6 ttkozési egyiitthatoval (m = 0,5, H = 4).
a) Az x, = 0,7, v, = 3 kezddfeltétellel inditott palya (a folytonos
gorbe, az alsoé lépcsGsoron a felsérdl lelépd mozgasok folytatod-
nak) és b) a pattogasok adatainak x,, N,, v, sorozata. Mindkett&§
abrdn a szaggatott gorbe az attraktor pdlydja és a szaggatott viz-
szintes vonalak az attraktorhoz tartozé fixpontértékeket mutatjik,
amelyeket rovid tranziensek utin elér a rendszer. Az ezzel az Gitko-
zési egyutthatoval zajlo pattogasok kivétel nélkil mind az egysze-
rd periodikus egylépcsényi pattogas attraktordhoz tartanak, amely-
re a (8), (9) szerint v* = 1,5 és N* = 1. Az x* figg a kezddfelté-
teltsl, esetiinkben x* = 0,592.

koordinata jelenjen meg a sikban). A grafikonokon
abrazolt értékek a 7Tabldazat-ban numerikusan is
megtekinthetsk.

A mozgisegyenletbdl kovetkezik, hogy a sebesség
és a lépésszam fixpontértékei

U*=2mrkk, ®
N*=27m1i/]:. ©

2. feladat

Mutassuk meg, hogy ezek az eredmények kovet-
keznek az (5)—(7) egyenletekbdl! Természetesen a
pontos ismétlédést feltételezzik, vagyis: x, = x,,, =
.X'*, y?l = Un+1 = U*7 ]Vn = Nn+1 =

Kiilon megfontolast igényel, hogy N* definicio szerint
csak egész szam lehet. Ezért ugy érdemes eljarni,
hogy N* értékét tgy vessziik fel, mint az N egész szi-
mot, és keressiik a megfelel6 itkozési egytitthatoérté-
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3. abra. A periodikus ugrasokhoz tartozé k, spektrum grafikus abra-
zolasa (10) alapjan m = 0,5, H= 4 esetén. N novelésével a k, értékek
egymast egyre slribben kovetve szigorian monoton novekednek.

keket. A (9) egyenletbdl az kovetkezik, hogy csak az
alabbi diszkrét k értékek johetnek szoba:

NH
EAEL |
k, = 2m_ o N=q 2, .. (10)
YONH
2m

Ezt az titkozési egylitthatok spekirumanak nevezhet-
juk, hiszen periodikus pattogds csak kivételes k érté-
keknél torténhet, hasonléan ahhoz, hogy a hidrogén-
atom energiaszintjei is csak diszkrét értékek lehetnek
[4, 5]. A H = 4 valasztassal példaul az egy lépcsét at-
ugro periodikus megoldashoz k, = 3/5 = 0,6, a két
lépcsét atugrohoz k, = 7/9 = 0,77 tartozik.”

Erdekes kovetkezmény: ahhoz, hogy N = 1 mint
fixpont megvalosulhasson, teljestlni kell annak, hogy
k, > 0, azaz H > 2m. A legegyszeribb egylépcsényi
periodikus pattogas tehat csak elegendéen hosszt
lépcssfokok esetén fordulhat elS. ,Rovidebb” 1épcss-
hossz esetén ugyanis az egy idS utin bealld pattogas
soran az attraktoron a labda mindig atugrik néhany
lépcsStokot. Ugyanakkor nagy H esetén mar az egy-
szeres pattogas is csak nagy Utkozési egytitthatokkal
valosulhat meg.

A 3. dbra alapesetlink Utkozésiegytitthato-spektru-
mat mutatja grafikusan.

3. feladat

A (10) osszefiiggés alapjan adjuk meg, mekkora H
paraméter mellett figyelhetiink meg legaldbb N 1ép-
csényi ugrasokat mutatd periodikus pattogast!

4. feladat
Mekkora a fliggSleges sebesség fixpontértéke a
spektrum N-ik szintjén?

Az Gtkozési paraméterek lehetséges értékei kizardlag az NH/2m
aranytol figgnek, és a (10) kifejezésbdl latszik, hogy minél
hosszabb a 1épcséfok, minél nagyobb az NH/2m, annal nagyobb k,
esetén tud csak megvalosulni az N lépcsényi periodikus pattogas
(lasd még az 5. feladatot).
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5. feladat
A 3. abrarol latszik, hogy a spektrum nagy N érté-
kekre (a hidrogénatom spektrumahoz hasonléan) be-
strdsodik, mikdzben a k értékek kozelitenek 1-hez.
Mutassuk meg, hogy ebben a tartomanyban j6 koze-
litéssel

ko= 1 4m 1

. . N> 1
N H N

an

A 2. abrandla k = 0,6 eset kapcsan mar emlitett azon
tulajdonsag, hogy x* nem egyértelmd (tehat fiigg a
kezddsfeltételtdD), minden k, értékre igaz. Ennek oka
rogton vilagossa valik, ha ismét a 2. abra a) képére
tekintink, és észrevesszik: az attraktorhoz tartozo
mozgas fontos jellemzGje nem mds, mint a hosszu idé
utdni pattogiasok parabolaivei. Egy adott parabolaiv-
hez pedig meghatirozott N és v érték (N* és v™*) tar-
tozik, ellenben x® mar kiilonboz6 lehet.®

Kettes ciklusok

Allandosult mozgasként eldfordulhat az is, hogy a pat-
togas csak minden masodik titkdzés utin ismétlédik.
Ez azt jelenti hogy az els6 és a masodik titkozés kozott
Nl1épcsot, a kovetkezs ttkozésig K 1épesot (N, K pozi-
tiv egész szamok) repil at a labda, és azutan szigortan
ez ismétlédik. A 4. dbra mutat egy ilyen kettes ciklus
attraktort (szaggatott gorbe), és azt is, hogy az adott
kezddfeltételbsl hogyan jutunk el ehhez.

Erdekes, hogy az ilyen kettes ciklusok is csak kivé-
teles, az N és K szamok altal meghatarozott k értékek-
nél kovetkezhetnek be. Az ezen a szamokhoz tartozo
ky,  litkozési egytitthatd egyértelmien meghatirozha-
t6. Kozilik a legkisebb a k&, , érték — alapesetiinkben
— (lasd 4. dabra): k,,= 0,715, amely a két legegysze-
ribb periodikus pattogas k, és k, titkozési egylitthato-
ja kozé esik.

6. feladat
Vezessiik le a ky . Utkozésiegylitthat6-spektrumot
meghataroz6 ,sajatérték-egyenletet”!

Mozgis tetszGleges k értékekkel

TetszGleges utkozési egyltthatd esetén, vagyis ami-
kor & nem az egyes vagy a kettes ciklusnak megfe-
lel6 nagysagt, hanem valamilyen koztes értékd, ak-
kor hosszt tivon mindig kvdaziperiodikus mozgads

8 A pattogd labda ugyanis semmit sem ,vesz észre” abbdl, ha
Lattraktorive” alatt a 1épcsét jobbra-balra tologatjuk, hiszen tovdabbra
is ugyanakkora egymas utani magassagkiilonbségekkel rendelkezé
vizszintes feliileteken fog pattogni. A lépcsével mas ,kapcsolata”
pedig nincs. Persze csak addig tologathatjuk, ameddig az iv és a
lépcs geometridja azt megengedi. Konnyen belathato, hogy perio-
dikus attraktorokndl a 1épcséfokok bal oldaldnak egy része geomet-
riai okokbol ,holt tertlet” lesz, viszont a fennmarado rész Osszes x
értéke mir lehet x*.
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4. dbra. Pattogis k= k, , = 0,715 litk6zési egylitthato esetén. A kez-
défeltételek és az egyéb paraméterek ugyanazok, mint a 2. abran.
Az ezzel az Utkozési egyttthatoval inditott pattogdsok rovid tran-
ziensek utan kivétel nélkiil egy olyan periodikus ugralas attraktora-
hoz (szaggatott gorbe) tartanak, ahol egy 1épcsé utan ketts, majd
ismét egy atugrasa torténik, azaz N=1¢és K= 2.

jon létre (5. abra). Az elnevezés abbol adodik, hogy
a pattogas nem pontosan periodikus, csak ahhoz ha-
sonlo.

5. dbra. k = 0,75 utkozési egytitthatoval zajlo mozgas attraktora a
tranziensek lecsengése utan (egyéb paraméterek megegyeznek a 2.
abran bemutatottal). (Az elsé 500 pattanas kivarasat kovetGen 1500
pattands idejéig rajzoltuk ki az palyaiveket.) A palyaivek a 3. 1épcsé
elhagyasa utdn a nulladik folott Gjra és Gjra ugyanabban a magassag-
ban lépnek be a képbe. Barmely kezddfeltételbdl is inditjuk a moz-
gast, hosszi tivon az dbran lathato kvaziperiodikus mozgas jon létre.
Az litkozési egylitthato esetiinkben &, < k< k,, tehataz N=1, K=2
kettes ciklus és az N= 2 egyes ciklus k6zé esik. Ennek megfelelGen a
hossza tava kvaziperiodikus mozgasban egy, illetve két 1épcséfokot
ugrik 4t egyszerre, méghozza Ggy, hogy atlagosan az utobbi ugrasbol
van tobb. A numerikus vizsgalat szerint az atugrott lépcsck szamanak
hossza idére vett atlaga N = 1,747. Az attraktorra jellemzd v, sebes-
ség-idG sor a kovetkezG abra betétjében lathato.
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0. dbra. Az attraktorra jellemzé atlagos N ugrdasszam k fliggvényé-
ben, numerikus szimuldlds alapjan a nagy ttkozési egyttthatd (k=
k) tartomanyban (m = 0,5, H = 4). Jol lathat6, hogy k novekedésé-
vel N monoton né. Az N hosszasiagu egyes ciklusokhoz tartozo k,,
N értékparokat diszkrét pontokkal jeloltik. A szaggatott vonal a
nagy k értékekre érvényes N = (2(1-k)™" kozelit6 osszefliggést
illusztralja (amely meglepSen j6 kozelitésnek bizonyul az egész
tartomanyban). Az N, N+1 kettes ciklusokban természetesen
N(Ry yip) = [N+ (N+1/2 = N+1/2, és ezek is a gorbére es6 ponto-
kat adnak, de a jobb attekinthet&ség kedvéért ezeket nem abrizol-
tuk. A betét az 5. dbra, k = 0,75 attraktordhoz tartozo v, sebesség-
id6 sort mutatja. Jol latszik, hogy a mozgas négy lépésenként majd-
nem ismétlédik, de a pontos ismétlédést az idénként bekovetkezs
Jkitiremkedések” megakadalyozzak.

A lényeg megértéséhez induljunk ki a &k Utkozési
egyutthat6ja mozgasbol. Ilyenkor hossza tavon egy
egyszerd periodikus mozgds jon létre: a labda min-
den 1épcséfokon pattan egyet, méghozza ugyanazon
a helyen, ugyanazon sebességgel. Ha k értékét kissé
megnoveljik, akkor a kisebb energiaveszteség miatt
a labda nagyobbakat fog ugrani, és az N= 1 pattoga-
sok ko6zé némi N = 2 is fog vegyiilni. Ha tovabb no-
veljuk k értékét, akkor az N = 2 ugrasok szima mo-
noton moédon néni fog az N = 1-hez képest egészen
addig, amig végul csak N = 2 marad. Ezzel éppen
ky-hoz érkeziink el. Van egy koztes dllapot (de nem
k, és k, szamtani kozepe!), ahol N=1 és N= 2 darab-
szama megegyezik, rdadasul felviltva kovetik egy-
mast. Az ehhez tartozo Uitkodzési egytitthatd éppen
k, ,-nek felel meg.

A fentebb emlitettek, illetve numerikus vizsgalatok
alapjan az alabbi megallapitasok tehetSk. A kettes
ciklusos attraktorok kozil csak a K = N+1 tipustak
val6sulnak meg, azaz nem lehet a kettes ciklus hosz-
szabb ive ketté vagy tobb egységgel hosszabb, mint a
rovidebbé. Harmas vagy hosszabb ciklusokat a nagy
utkozési egytitthatok k> k, tartomanyaban egydltalan
nem taldlunk. Minden k, < k< k,,, litkdzési egylttha-
t6 esetén (ahol N2> 1) olyan kvaziperiodikus mozgas
jon létre, amelynek alapperiodusai Nés N+1 ugrasok-
bol dllnak. knovelésével nd az N+ 1 hosszisiagi ugra-
sok szima N-éhez képest. Az egész folyamat jol jelle-
mezhet6 az attraktoron tapasztalhaté N szammal,
amely megadja, hogy két ttkozés kozott atlagosan
hiny lépcsGt ugrott at a labda. Ezt roviden dtlagos
ugrdsszamnak nevezzik, és numerikusan hatarozzuk
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meg. A 6. dbra N(k) sima, monoton novekedését
mutatja a k Utkozési paraméter fliggvényében. Ve-
gyuk észre, hogy az N hosszisiagi egyes ciklusok
utkozési egyutthatoindl N egyben az atlagos ugras-
szam, N(ky) = N. Ha N> 1, azaz 1-hez kozeli k, titko-
zési egytitthatok esetén az értékek beslrisodnek, és
(11) megforditisa szerint

N-4m_1
H 1-k

tehat 1-hez igen kozeli Gitkozési egytitthatok esetén az

atlagos ugrasszam (1- k) '-nel ardnyosan né.

Tobbszoros pattogdsok egyetlen 1épcsén

A kis titkozési egyltthatok tartomanydban, k< k-re Gj
mozgasformak jelenhetnek meg. A kettes ciklusok
keresése sordn nem engedtik meg, hogy N, zérus
lehessen. Kis titkozési egyttthatoknal ennek viszont
mar lehet értelme, és azt jelenti, hogy egyetlen lép-
cs6fokon kétszer is pattan a labda. Az az eset, amikor
a kettes ciklus ugy valosul meg, hogy a labda atugrik
a kovetkezd lépcsdfokra, azon pattan még egyet és a
mozgis innét ismétlédik (7. dbra), annal az titkozési
egyutthatondl tapasztalhato, amelyet az N=1, K= 0
vagy N=0, K= 1 indexek jellemeznek. Ez a &k, = &k,
utkozési egyutthatd alapesetiinkben &, = 0,405-nek
bizonyul, joval k, alatti érték. Mivel itt két 1épés utan
kertl a labda egy lépcséfokkal odébb, az atlagos ug-
rasszam 1/2: N(k, ) = 0,5.

7. feladat
Vezessiik le a &, -t meghatirozo egyenletet tetszo-
leges paraméterek esetén!

Ennél kisebb titkozési egytitthatOkra az is megtortén-
het, hogy egyetlen lépcsén haromszor vagy tobbszor
pattan a labda, majd utana ugrik le a szomszédos
lépcsdre, ahol mindez ismétlddik. Ha j pattanas tor-
ténik egy lépcsén (ahol j tetszGleges természetes
szam), €s a labda utana lép at a szomszédosra, akkor
a mozgas j+1 Utkodzés utan ismétléds j+1-es ciklus.

7. dbra. Kétszeres pattogas egyetlen lejtén. A k&, = 0,405 titkozési
egyutthatoval torténd mozgas palydja a tranziensek lecsengése utin
(egyéb paraméterek megegyeznek a 2. dbran bemutatottal). Tet-
szGleges kezddteltétellel inditott pattogasok egy olyan periodikus
attraktorhoz, kettes ciklushoz tartanak, ahol atugrds el6tt minden
lépcsdfokon kettSt pattan a labda.
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Az atlagos lépésszam itt 1/(j+1). Az ehhez tartozo
(novekvs j-vel egyre csokkend értékd) utkozési
egyltthatok a fentiekhez hasonldéan meghatirozha-
tok (lasd a 11. feladatot).

A csiszasba torténd atmenet

ElegendGen kis titkozési egytitthatd, azaz nagy patto-
gisi energiaveszteség esetén elSfordulhat, hogy a
labdat egyetlen lépcsSfokon belili végtelen sok patta-
nds utan is még ugyanazon a lépcséfokon talaljuk.
Végtelen sok titkozés utan a labda mar nem emelke-
dik a 1épcsS sikja folé, és mivel a vizszintes iranyu
sebessége allando, ezért az ilyen mozgast a valos id6-
ben csuszdsként értelmezzik. Ennek kapcsan észre
kell venniink, hogy a pattogasokra alapulo (5)—(7)
leképezési egyenletek kiegészitésre szorulnak a valo-
di idében torténd cstszassal. (Ha az (5)—(7) leképezé-
si egyenletekkel haladunk elére, akkor a labda végte-
len sok pattanas utdn megallni latszik. A valos és az
n-ben mért ,iterdcios” idS ilyenkor teljesen szétvalik,
az elébbi az utdébbiban gyakorlatilag megall.) A rész-
letek attol figgnek, hogy mit tudunk a feltlet érdessé-
gérdl. Ezt azonban nem szikséges konkretizdlnunk,
hiszen akar van starlodds, akar nincs, a cstszas Gjfajta
mozgas, egy sajatos attraktor, amelybdl lepcsSket at-
ivel6 ugrasok mar sohasem alakulhatnak ki. Ha egyet-
len lépcsén végtelen sok ugras torténhet, akkor az
iterdlas szimulalasaval leallhatunk, mondvian, hogy a
labda a csuszasi attraktorra érkezett.

Ha egy adott lépcséfokra érkezés utani elpattanas
fuggdleges sebessége v, akkor a teljes elmozdulds a
lépcsén torténd végtelen sok pattogas utan

2v, 1
Ax= —_——
H

12
2 (12)

8. feladat

Vezessiik le a (12) osszefiiggést! Utmutatds: hasz-
naljuk a mértani sor 6sszegképletét, érdemes dimen-
zibsan szamolni és az utols6 lépésben attérni dimen-
ziotlan mennyiségekre.

Amennyiben a labda az x; helyen érkezik meg az el6-
76 1épesSfokrol az altalunk megfigyelt 1épceséfokra,
akkor annak feltétele, hogy cstuszas alakuljon ki, az
hogy végtelen sok pattands utdn is még a lépcséfok
egységnyi koordinataju végpontja elstt legyen, vagy-
is x,+Ax < 1. A (12) Osszefliggést behelyettesitve és
atrendezve

o< Za-wa-x) (13)
2

Az egyenlGtlenség teljestilése egy adott k értékre

azon mulik, hogy hova esik be a labda az adott 1ép-

cs6fokon, azaz mekkora az x; indulasi koordinata, és

mekkora ott az elpattanas v, indulasi sebessége. Szi-

muldlasunkban akkor mondjuk, hogy egy mozgais
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8. dbra. A kritikus k, értékhez tartozo attraktor: a 1épcsé legvégeérdl
v = 0 sebességgel elpattan6 labda végtelen pattogds utin éppen-
hogy kijut a kovetkezd 1épcséfok végére, ahonnan ismét v = 0 se-
bességgel pattan tovabb. Itt k.= 1/3 (H =4, m = 0,5). (Mivel az egy-
mast kévetS kis palyaivek mindegyike k-szor révidebb és k*-szer
alacsonyabb (azaz egyre laposabb), mint a megel6zé, ezért a 1ép-
csofok végén mar csak egy vizszintes vonalat latunk.)

elérte a csuszasi attraktort, ha valamelyik 1épcsSfokra
érkezve az ottani x; és v, kozott fennall a (13) egyen-
I6tlenség.’

Az a kritikus &, itkozési paraméterérték, amelynél
mar barmely kezddéfeltételbdl indulé mozgis — némi
tranziens utdn — atmegy cstszasba, a numerikus ta-
pasztalat szerint a kovetkezSkbdl hatdrozhatd meg.
Mivel a vizszintes sebességkomponens minden tit-
kozésben megmarad, az el5z6 1épcsSfok végén egy-
ségnyi (dimenzibtlan) vizszintes sebességgel halado
labda ferde hajitasi ive olyan x; helyen érjen a kovet-
kezG 1épcsdre, hogy azzal és a hozza tartozo v, itko-
z€s utani fliggSleges sebességgel végtelen sok patto-
gas utdn éppen a lépcsd szélére keriljon (8. dbra),
vagyis (13) egyenl&ségként teljestiljon. Igy azt kap-
juk, hogy

2m 1+/€C

H 1-k

c

=1. (14)

9. feladat

Vezessiik le a (14) 6sszefiiggést! Utmutatds: Most is
érdemes dimenzidsan szamolni, és az utolso 1épésben
attérni a dimenzidtlan mennyiségekre.

A (14) egyenletet dtrendezve, az explicit eredmény:

Moy

ko= N2m (15)
H i1
2m

A H = 4 valasztassal k.= 1/3 = 0,33. Ennél kisebb tt-
kozési egytitthatokra az is igaz, hogy barmilyen kez-
dofeltétel esetén cstszO mozgas alakul ki, a hosszii
tavu pattogo megolddsok teljesen eltiinnek.

?  Ha az adott 1épcssfokra érkezs labda pattandsakor a cstszasi
feltétel (13) egyenlStlensége teljestil, akkor szintén teljesiil a 1épsé-
fokon végbemend tovabbi (végtelen szama) pattandsok mindegyi-

kén is.
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tomanyat mutatja alapesetiink
k= 0,35 értékénél fehér, illetve
fekete szinnel 4brizolva. A
szirke hiaromszog a (13)
egyenlStlenségnek megfelels
tartomany, az ilyen kezddfelté-
tellel indulé6 mozgasok rogton

cstszasi mozgasok. '

10. feladat

Becsuljuk meg k. értékét
azon az alapon, hogy k_ alatt
nem csak a kezddfeltételek, ha-
nem a pattogisi attraktor tipi-
kus értékei mellett is fennallhat
a (13) egyenlétlenség, vagyis a
mozgas beléphet a szirke ha-
romszogbe! Utmutatds: hasznal-
juk ki, hogy a tapasztalat szerint
a (8) kifejezés minden pattogd
mozgasra jo kozelitést ad az

1,0
0,8
0,6
0,89 0,4
0,2
P s e
0 50 100 150
0,6‘ n
0,8
= o _4ecececccccscccccosscccscsccesssscessscoconsl
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B 0,4
044
| 0 _50__ _ 100 __ _150_ __ 200
n
0,2
0 T T
0 0,1 0,2

9. abra. Az attraktorra jellemzé dtlagos N ugrasszam k fliggvényében, numerikus szimulalas alap-
jan a kis Gtkozési egytitthatd (k< k) tartomanyban (m = 1/2, H= 4). A vizszintes szaggatott vona-

attraktor atlagos v sebességére,
tehat az vehetS v,-nek, és hogy
az x; helykoordinata tipikus
értéke 1/2-nek tekinthetd.

lak az N=1/2, 1/3, ... 1/10 értékeknek felelnek meg, a fekete pontok pedig a &/ titkozési egyiitt-

hatohoz tartoz6 j+1 periddusu attraktor adatait jelolik. FiiggSleges szaggatott vonallal a &_helyét is
bejeloltiik. A pontozott gorbe az N(k) fiiggvény k. kornyékén érvényes alakjit adja meg. A két
egymas alatt 1évS betét a kvaziperiodikus attraktor v, idSsorat mutatja a &= 0,35 (amely kissé balra
esik a & = 0,353 ponttol) és a k = 0,337 titkozési egylitthatoknal. EIGbbi mellett a hozza tartozo
pattogdsi és a csuszasi attraktorok vonzasi tartomanyai lathatok. A betétekhez tartozé N= 0,298 és

N= 0,194 értékeket nyillal jelolttk.

Mozgas kis k értékekkel

Az egyes periodusu attraktorhoz tartozo k, érték alatt
lefelé haladva tovdbbra is igaz, hogy egyetlen attraktor
létezik, vagyis akarmilyen kezdeti feltétellel indulunk,
egy id6 utin minden mozgas egyforma jellegivé va-
lik. Az attraktor rendszerint kvaziperiodikus, és a nu-
merikusan meghatarozott atlagos N ugrasszam csok-
ken a k csokkentésével (Iasd 9. dbra). Létezik egy k_
érték, amely alatt ez a tulajdonsig megsziinik abban
az értelemben, hogy a hosszan tarté pattogis mellett
megjelenik a cstszds lehetSsége: a pattogas kvazipe-
riodikus attraktora és a hosszan tarté csuszas egyritt
létezik. Bz az érték alapesetiinkben numerikusan & =
0,382. Abban az esetben, ha nem létezik folyamatosan
lépcssfokrol-lépesdfokra pattand mozgas (mert mind-
egyik kezddéfeltételnél hossza tivon el6bb-utobb csu-
szas torténik), akkor N fuggvény értéket nullinak
vesszik, hiszen ez a fliggvény azt adja meg, hogy
hiany lépcsényi az elmozdulas két titkdzés kozott, de
ebben az esetben az elmozdulas még végtelen sok
utkozés utdn sincs egy lépcsényi sem.

Egylitt 1étezd attraktorok, tehat & < k_ esetén felme-
ril, hogy milyen a vonzasi tartomanyuk. Ez Ggy hata-
rozhat6 meg, hogy a kezddfeltételek x;, ¢, sikjin mas
szinnel jeloljuk azokat a pontokat, amelyek az egyik
vagy masik attraktorhoz tartanak. A 9. dbra ,csikos”
betétabrija a pattogd mozgas és a csuszas vonzasi tar-
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A k -nal kisebb utkozési para-
méterek esetén a nullatol ka-
16nboz6 N értékeket a pattogd
mozgasok attraktordra hata-
roztuk meg. Az atlagos ugras-
szam valtozo6, de 6sszességében elmondhato, hogy ten-
dencidjaban csokkend k csokkenésével. Megleps mo-
don azonban még joval k. elérése eldtt, rovid interval-
lumokban teljesen eltinnek a hosszt tivon pattogd
mozgasok lehet&ségei, vagyis a pattogd mozgas attrak-
tora ilyenkor nem létezik. Egy ilyen intervallumon beliil
azonban, ha tovabb csokkentjik k-t, akkor az interval-
lum végéhez érve, hirtelen Gjra megjelenik a pattogd
mozgas, méghozza N egy lokalis cstcsaval. Ezek az N
értékek egész szamok reciprokai, s az allandosult pat-
togas ezekben a kivételes pontokban periodikus: egy
N=1-es lépés utan jalkalommal pattan a labda ugyan-
azon a lépcson, vagyis N= 0 valosul meg j-szer egymas
utdn. Az ennek megfelelS (itkozési paramétert &/-vel
jeloljuk. Ilyenkor az atlagos ugrasszam természetesen
1
j+1

NCk)) =

A legnagyobb ilyen intervallum k; = 0,3527 és k =
0,3555 kozott létezik, és k -felé haladva a tdbbi ha-
sonl6 egyre kisebb hosszal ismétlédik. A 9. abran ez
a halmozo6das is megfigyelhetd.

' Fontos megjegyezni, hogy a 6. dbran numerikusan mért N ug-
rasszamnal, mivel egy k értékhez egy attraktor (egyfajta hosszatava
mozgas) tartozott, tetszGleges kezddfeltétel mellett mérhettiink.
Esetiinkben azonban mar meg kell valogatni a kezddfeltételt, még-
hozza agy, hogy tovabbra is pattogd mozgison mérjiink atlagot
(azon beliil persze mar mindegy melyiken, mert csak egyféle van
egy adott k& mellett most is).
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11. feladat

Hatdrozzuk meg a k' titkozési egytitthato értéke-
ket, felhasznilva azt, hogy a periodikus mozgis N,
id6sora ilyenkor valaszthaté gy, hogy Ny= N, = ... =
N, =0, N, = 1, majd ez ismétlédik. Utmutatds: hasz-
naljuk az (5)—(7) rekurzidkat, amelyek N, = 0-ra kilo-
ndsen egyszeriek.

12. feladat _

Hatarozzuk meg az N(k) fliggvény k. kornyékén
érvényes alakjt a &/ értékek k. kortli, azaz nagy
j-kre torténd halmozodasa alapjan!

A k< k. tartomanyban csakis a cstuszasi attraktor 1éte-
zik. Alulrdl érve k.-hez azonban ,hirtelen” jelennek
meg a pattogd mozgasok, méghozza ugy, hogy az
N(k) gorbe, illetve a kozelité gorbe nagyon merede-
ken indul. A pattogd mozgas el6bukkanasa k.-nél
tehdt a fazisatalakuldasokra emlékeztets atbillenéssel
jelenik meg, amit a dinamikarendszerek nyelvén bi-
furkacionak neveziink.

Osszefoglalds

Vizsgalatunk célja, hogy megtudjuk, a labda [épcsén
lefelé pattogasa, illetve annak legegyszertiibb modellje
szerinti mozgis kaotikus-e. Osszetett viselkedésre ér-
dekes modon a kis &, vagyis a nagy disszipacids vesz-
teség tartomanydban bukkantunk. Az (5)—(7) dinami-
ka nyilvin nemlinearis, erre utal a k.-nél megfigyelt
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bifurkacio is, meg az egytitt 1étezs attraktorok megje-
lenése. A vonzasi hatarok azonban szemmel lathatdan
simak (lasd a 9. dbra betétje), a kdoszra fraktilszerke-
zet lenne jellemz6. Maga az N(k) figgvény k < k-re
néhol nem sima és ugrasokat is mutat. Megvizsgaltuk
azonban azt is, hogy a kozeli kezddéfeltételekbdl indu-
16 és hosszan pattogd mozgast végzé mozgasparok
koordinata-kiilonbségei hogyan valtoznak id6ben. A
kadoszra jellemzS gyors széttartds helyett mindenttt
kozeledést talaltunk. Igy levonhatjuk azt a kovetkezte-
tést, hogy ebben a modellben a mozgas nem kaotikus.
Ugyanakkor a jelenség Osszetettségére utal, hogy sza-
mos mennyiségre (elemi modszerekkel) nem taldltunk
képlettel lefrhatd Osszefliggéseket, igy példaul az N
atlagos ugrasszamfiiggvényre, amelyet csak numeriku-
san tudtunk meghatarozni. Ez az 0sszetettség tulajdon-
képpen elérevetiti, hogy a mozgds mar kis modositds
esetén is kaotikussd valhat. Ha a 1épcsSk éles sarka
helyett lekerekitett atmeneteket vennénk, a korivek
jelenléte a problémdt szord bilidrdda tenné, és abban
eléggé nagy gorbuleti sugarak esetén mar Kkiterjedt,
robosztus kaoszt varhatunk.
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