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Bovezetés

A sok szabadségi fokn rendszerekben lezajlé idéfiiggd
jelenségek vizsgalatalror gyakran alkalmazunk stochaszti-
kus médszereket. Bz azt jelenti, hoéy lévélaaztunk néhény
kiszemelt valtozdt, wmikdzben a tobbi szabadsagi fokot hat-
térnek /iajnak/ takintjﬁk, melynek dinamikédjat nem kdvet-
jik pontosan, hanem statisztikus tulajdonségait adjuk még.
Lzért a kivalasztott szebadségl fokokra vonatkozdan is ccak
valésziniiségl kiejelentéseket tehetiink, Alapvété szerepet
jatszik az a £6ltevés, hogy a kiszemelt szabadsigi fokok
nen befolyasoljdk a héttér viselkedését. Az ilyen jellegii
problémék_matematikai-1airésa az un., véletlen /stochaszti~
kus/ folyamatok seglteégével torténik, 7

A stochasztikus megkiizelités Altaldban olyan rendszo-
rokben alkalmazhaté, melyekbeg a karakterisstikus idék é-
lesen szétvédlnak. Ilyenkor rendszerint a lassu valbozdk vi-
selkedése az érdekes, s a gyorsan valtozd szabadsAgi fokokat
tekint]iik hattérnek. 4 Brohn;mozgés esetén példdul a folya-
dék-részecskék litkbzésel kbzitt eltelt atlmgos 1dd joval ki-
sebb, mint a kolloid szemcse Atlagos négyzetes elmozduldsanak
karakterisztikus ideje. Hzért kezelhetjik zajként a folyadék-
részecskékkel vald litkbzések hatasat.

Az ubobbi iddben a stochasztikus leirésméd julentisége

megndvekedett. Igen jél haszndlhatd médszert nyujt a pem=li~
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nedris irreverzibilis folyamatok leirédsera. Kiilondsen ér-
dekesek az instabilitdsl pontok kdzelében tapasztalhatd je-
lenségek., Az ilyen, un, fazisidtalekulas-szeri jelenségek i-
d6filizgd tulajdonségainak leirésdra a determinisztikus egyen-
lztel nem lehetnek elegendfek, hiszen a fluktudeldk szerepe
il7enkor rendkiviil jelentds.

A stochasztikus folyamatok egyre szélesebb koril alkals
mazasa indokolta, hogy az Eotvis Lorand Fiziksi Térsulat
Stetisztikus Pizikei Szakcsoportja 1977. évi Oszi Iskols-
j4t errdl e témakdrrbl rendezte. Az ott elhangzott eldaddsok
atdolgozott valtozatal alkutéék a gerincét a Fiﬁikus Didkkd-
T8k 1975, évi, XTIT, Nyari Iskoldjénak. Kisdvanyunk a Nyari
Iskola anyagat tartalmazza kisebb médositasokkal. Az elsd
rész a véletlen folyamatok 4lbalénos tulajdonsdgaival foglal-
kozik, a mésodik rész pedig az alkalmezdsokrél kivéan /téavol-
r6l sem Gteljes/ Attekintést nyujtanil., Az ajénloti iredalom
megaddsival néhany tovabbi, 1tt nem érintett témakdrre sze-
retnénk felhivni a figyelmet. A kidolgozott példak és fela-
atok az uj fogalmekkal és mbdszerekkel vald kbnanyebb ismer-
kedést segitik.

Véglil kPszdnetet mondunk a Hyari Iskole eldadédinak,
hogy eléadaswcenyagdt irdsos formaban rdgritettél, a Nysa~
ri Iskola gyakorlatvezetéinek, Eirti Jendnek és Herényi Le-

ventének a példék és feladatok Osszedllithsédért, Barsné Ta-

IIT

kécs Jlonénak és Sulyok Attilanek a kézirat gépeléséért
11l. a képletek beiraséért, Koszénet illeti az EStvos Ti
zikal TArsulatot és az ELTE Dékéni Hivataldt azért ay a-

nyagl témogatasért, mellyel lehetdvé tette a kiadvany meg-
Jelentetését.

Budapest, 1979. julius,

ELYE Fizikus Didkkdr
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1. Markov-folyamatok

1,1 Véletlen v&ltozdk, véletlen folvematok

Egy véletlen valtozét lehetsépes értékeinek halmnza é£s
az ezen detinidlt valésziniliségi eloszléds hatédroz meg. A fi~
zikal alkalmezdsoknak megfeleléen mi a kivetkezd ssetekkel
Togunk foglalkozni:

A./ A véletlen vAltozd lehetséges értékel a természétes
SZAMOK: 1,240, +4+M,00. . ANnak valésziniiségét, hogy a vé-
letlen valtoz6 értéke n legyen, joldlje B, « A {P.} szém-
‘sorozat valoszintiség eloszldst hatéroz meg, ha P20 ¢s §§F"=4
/norméalt eloszlés/.

. B./ A vélet]:en valtozd lenetsdges értékei a velds szhe
mok: —o0<x<>, Olyan valoszinliség eloszléasokkal fegunk fog~
laikozni, amelyeknek van siiriiségfiggvénylik, Ezt P{x)-5zal je-
1813k, Annak valésszinilisége, hogy a véletlen valbtozd értéke

az (q,b) intervallumsa esson:

_(P(x)dx . _

Bgy P(x) tiggvény :albszinﬁségi elosz 148 stiriiségfiigpvénye, ha
P(x>0 és +o0
JP(x)a.x='4

N

/normélt eloszlas/.
A két eset Altalinos targyalésa. sok tekintetben paArhuza~

mosan torténhet, BEzért a felesleges ismételések glkeriilése vé-
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gett eoben & fejezetben csak a B./ esattel fogunk foglalkozni.
Az 4./ esetre vonatkozt Ssszefliggésexet, a gondolatmenet meg-
ismétlése péliiil, formélisan megkaphatjuk, ha a P{x) siiriség-
figgvényt Pp -re, az integrélést peoig bsszegezésre cserél =
jlik (.fdx———>§; ) . Hasonléképpen egyszeriien elvégeznetd az
sltalénositds azokra az esetekre, amikor a véletlen vAliozd
irtékkészletét vekbtorok alketjak, melyek komponensel egész
ill. valés szémok.

Lagyen | egy indaxbalmaz éé tekintslik a véletlen valto~
26k egy [ x(t) j+el} csaladjst., He ] véges, akkor tulajdon-

géppen 8Ey. voktor-értékkészletil véletlen véltozéval van dol-—

gunk, Véletlen sorozatnak /lénenak/ nevezzilk azt az esetetl,

apikor | megszamlélhato, Véletlen /stochasztikus/ folyamab-

r6l beszéliink akkor, ha | a szémegyanes, és yéletlen /sto-

chasrtikus/ mezdkrdl, ha | a d-dimenziés cuklideszi tér (d>4).

Most a véletlen folvamatokkel foglalkozunk, A t para-
métert a leggyakoribb alkalmazasoknak megfeleléien iddnek ne-
vezziik. A folyamat rogzitett i mellett valés ertéku véletlen
valtazo, A folyamat egésze ugy is f8ifoghato, mint egyetlen
véletlen "vAlbozo", smelynek értékkészlets a valos figgvenyen

halmaza. L fdggvények a folyamat trajektoridi /realizécisl/.

A véletlen folyamatot értékkészlete mellett a vépges Gi-

penzids valbszinuségi eloszladsok siiriisépfippvényeinek rend—

szere hatérozza mag:
P(x,t) )
??(K“t.' H Xg_,’{z) 3 FAEV

Pol Xpytys Xapdage SLTLTY S

SRR EE

Az 4ltaléanossag megszoritasa nélkill kikéthetjﬁk, hogy

AL ML SO A T

A R veges dimenziés siiriiségtiiggvény jelentése a kbvetkezd:

Pn{’“ht«; Xaytajens %pata)olx,dgee. dxn
adja még anpak valoszinilségét, hogy a véletlen folyamat tra-
jektoridjlnax értske a t,,1,, ...1n 1d8kbeu az {x,,x +dx},
(%2, X4 06)y + - . {%n s %+ dXy)  intervailumokba essen, vagy
Lazén fogalmazva, anuak valésziniiségét, hugy a trajektéria az

(x-'l) sikon az (x,,,{:,‘),(x”t,), --(Xm*n) pontokon atmenjen.

x |

'tn t“‘{"‘.'.“tﬁ, £

4 véges dimenzibs valésziniiségl suriiségfiigevények norml-
tak, '

IPn(n,h; v Xyl Xy dxg= g {nxa) , /1.,2/

és nyilvanvaldan ki kell elégiteniilk az un. kompatibilitési
foltétalt:

fﬂ,(...;x“{” ...)dx;f F-,(...;xb“ih,;xhni;uy.3/1.5/
(n>4 , n27i2a).
Az x() véletlen folyamat és az f(uytny. .. uy) n-valtozs
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. . egyenlettel definidljuk, Az Letly+...+l séémot 8 szoban forge
fliggvény segitségeével pzett I(XHJV .. x{LJ) vélatlen val- v " o
. , momentum vagy kumuléns rendjének nevezzilk, Az /1, 1
tozd yarhatéd értékének neveszziik az & ! " / 9/_egyen °
jobboldalén a differencidlédsokat elvégezve és az /1.6/ egyon-
<-( )-—-fl_(x“ one Xn)Pn(X41*-4i-f-xnafn) dxge . dxy /l.4/ letot felhasznilva a kumulénsokat momentumok segitségéval fo-
mennyiséget.

A véletlen folyamat karakterisztikus fipgvényeit

;'\ -X("’-']
¢h (Untﬁ" '.thtn} E<e Jg( % J >

definiilja. ‘Pn 2 B, valésziniiségi striiség Fourier-transzforudlt-

/1.5/

ja. A karakterisztikus fliggvények megadésa igy egyenértéki a
valészinliségl stritiségfiiggvények megaddsaval. /1.2/ és /1.3/
felhasznAdladsaval pelathatd, hogy

Onldartes v ynytn) =4, 1.6/

Y=Yy = oy -y,":o

(pn(---isn’cf;- . -)l

= Poales iliarbiiiportionis ) o 70007

A EPn karakterisztikus fliggvényeket momentum-generatorfiigg—
vényeknek is szokés nevezni, mivel derivaltjaiknak origéveli

értékel megadjék a folyamat momentumait:

Lttty ghthtela g
LI Y | P PO e bt .. .XI"({:” = —;‘) n .
Mty <|-n( tﬂ) <’< Hq)x { ?J )> { (334)1‘95.)1'--.(95,\)"’

/1.8/
A véletlen folyamat kumulénsait a
: ’ Letlgt..#l
1:'”-1"“'1?\ 9| : 3 {.n q)n
kyl,...L,.H‘J"?‘"i")E(“i) /1.9/

(Bul(® ).  (Bygn)tn

JezhetJilk ki. Példdunl:

k,(t) = -0 A 88

¢ =m4('l'-)=<x(£)> 3 /1.10/

-
fid
a
P
ie
Y
L~

=

Ko lh=cit{ 4 %2 _ 4 99, 9%} _
(p:. 934931 (]):Qrm CR T Yy =0

= my, (L) m, (£ m, (Ey)= <(x(h)-<x(t.)>)(x(tg)-<><(fz)))>. /1.11/

Altaléban
_ alacsonyabb rendii '
k*lh-wln"rnhh-"in'*{ momentumok szorzatai} /1.12/
és forditva,
alacsoﬁ'yabb reopdil
My by = Keotyee I‘n+{ kumulénsok szorzatail - - /}'13/

& Kk, (tyt) mésodrendd kumuiénst kovariancidnak vagy korrelé-

ciébs figpvénynek nevezziik, Ha kq(i.ﬁzj=0 ; akkor azt mond-
Juk, hogy a t, és t, idépillanatokban lejatsz6dé események kb-
z8tt nincsen korrelécib.‘

Staciopbérius folyamatnak neveszzilk azt a folyamatot, a-

melynek valésziniliségi sliriiségfliggvényel invaridnsak az idé-

beli eltolassal szemben‘, azaz Kebszbleges T esatén

Pﬂ (X4,{4; P ;x“,£")=‘ Pn{Xd‘,i""‘q’-i"'i Xn} tﬂ“"r) . /1.14‘/
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A stacionarius folyamat egydimenzids siiriségfiiggvénye az idé-~

t61 fuggetlen, az egynél tibr idéargumentumu slriiségfiiggvények,

momentumok es kumulansck pedig csak ez idSargumentumox killdnb-

ségeitdl fiiglgenek. Példéul:

kﬂ.‘('{-.‘.'ﬁa):C(t"“tl) . /1.15/
A CH)korreldcids fuggvény
+00
A —iert
== C{t)dt .
1[(w) TW-'L,e /1.16/

Fourier~transzformédltie a staciopdrius folyamat gpekbralis
siirisége.

A véletlen folyamatok konstrukeidjat megnehezitl, hogy a
véges dimenzios slirliségfliggvényeknek ki kell elegiteniilk az
/1l.5/ kompatibilitési feltéielt, Hérom konstrukeids fogunk
bemutatni: a fiiggetlen, & tauss- és a.markov—Iolyamatokat.

A fiigpetlen folyamatok esetében a kiilénbbzd iddben le-

jatszb6do események egymastol fiiggetileneks

P [X” 13 .-,X.,-, HP(XH{L} . /1.17/

Az igy wmegadott sﬁrﬁsegfuggv§nyek_a kompatibilitédsi felté-
telt nyilvanvaldan teljesitik.

Gauss-folyaratornak nevezziik azokat a folyamatokat, ame-
lyek ketténél megzsabb rendl kumnlénsai azonosan eltiinnek, A

Gauss-folyamatok eseteben Ln 4% masodfoku polinom:

" n
an)n(g_”i‘;_ . ;"jnltn)ﬂ ig RQHLLIHL —%E“k‘d(tt‘fc) HL ':h.' 5 /1.18/ .

ahol —ar/l.ll/ egyenletnek megfelellepn—

kM({,_,-L,g) /1.19/
nem-negativ definit métrix.

e i [

4 val6szintiségi siiriiségliiggvenyt Fourier-transzformAléssal
kapjuk meg:

y -% Z Keh (xL-k (o) (-, ) /1.20/

Pn(xqf{:.!‘--. Y Xma b ]
T (lﬂ]"/‘;f_ : ’

‘A
ahol Ky a K1|L== km “’L, *'L‘)'

th watrix aeterminénea,

whtrix inverze, K psdig a

1.2 Markov-folyametok

A Markov-tulajdonséeg a klasszikus fiziﬁa kauzalitési 6l-

vénok atvitele a stochasziikus folyamatokra., azt jelenti, hogy
a folyamat "jovsje" fiiggetlen a "multjatél™, na ismerjik a ro-
lyamet “jelenét", Azaz, ha ismerjik a folyamat értékét a t,
idbpontoan /jelen/, akkor a folyamat korabbi.(i<i.) viselke-
désersl /mult/ szerzett &rtesiiléseink nem befolyasoljik & fo-
lysmat xésSbbi (t>t.) viselkedésére /jovd/ vonatkozb valoszinti~
Bég; kljelentéseinket, Természetesen a "mult" és & "j5vE" aze-
repe fGleserélhetd, s igy a Markov-turajdonsagot ugy is meg-
fogelmazhatjuk, nogy a folyamat "multja" és "jovaje" statiszti—
kusan fuggetlena&, I5lteve, hogy "jelenét™ ismerjiik.

4 Markov -tulajdonséggal rendelkezd Iolyamatokat nevezziik
Markov-folvamatoknak.

Az 01820 fejezetoen bemutatott riiggetlen rélyamatox 820l
galtatjdk a legegyszeriibb példdt a Markov-iol&amatokra. A
Gauss~folyamatox kozdtt is van olyan, amely egyben Markovefo—
lyamats / L. 3. fejezet/ V
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4 Markov-tulajdonség forwélis definicitjét a feltételes

valdsziniségek segitsegével adhatjuk meg, annak valésziniiséga,
hogy & folyamat értéke a t, idSpilianatuvan x, leyyen, foltéve,

nogy & kordbvi t,>ty>..>f, pillapatokban Xu,¥%g,...%,, VOLE,

£ { xn't«"xz,‘l:,',. .. ;K,\,‘En)

P(X.'lt ’X .f-.._—-- xnxtn} =
11X, Pn-,‘(xutﬁ“':rx"?*“)

/Ll.2L/

Az /l.5/ xowpatibilitasi reltételbdl kdévetkezik, hogy a fal-

teveles valoszinuségl eloszids slirilaépgfilgevénye normalt:

yP(x“invig._, Xato)=4 . /1.22/

A Markov-tulajdonsdg azt jelenii, hogy a tolyamat /1.21/-

ben derinidat felteteles vaiészinunaégei csak -8 legnagyubb

jd8argumentuuhoz tartozo feltételtal iliggenek, azaz
P{X4{11Xﬁ|£1; .. .3)‘“.{1\)“ P(xx'll.‘[?‘n{:) . /1‘25/

A Plx,tlxty)  felteteles valosziniiseget u Murkov-folyamat

atmenati valdsziniiséwének nevezziiz,

A feltételes valészinliség definicidjabdél kdvetkezik, hogy’

Plx,tlx,4)= J(xd—xJ . /l.24/
Az dtmeneti valdsziniiség és az egydimenzids valdsziniiségi
eloszlas a Markov-folyamat véges dimenziés eloszlésainak tel-
jes rendszerét meghatarozzidk, ugyanis /1.21/ értelmében
Py tg Xaghas o 3 xmrtn = Plabednata) Paoy (Xayta unibn) 4 71025/
és igy

Paleastiimasti ixmta) = POatulag £ Pt lxgts) . P(xy b bl B G,
. /l.26/

Az /1,3/ kompatibilitdsl feltétel akkor és csak akkor teljesiil,

ha az &tmeneti valésziniliség kislégiti az un. Chapman-Kolmogo-

Tov-egyonletet:

Pfthlxg'ka) = j' Plxatylxoty) Py byl ety ) dx, o /1.27/

kzt kUnnyen beldthatjuk, ba R /1.26/-ban megadott alakjat
8z /1.3/ agyenletbe helyettesitjiik. A Chapman~Kolmogorov-
egyenlet igen szemléletesen fejezl ki azt, hogy epy Mérkqv-fo-
lyamat esetében az egymést kévetd intervallumokban lejatszodéd
események egymastél fiiggotlenek,

Ha az n =2 esetben & /1.25/ egyenlet mindkét oidalét x,

szerint integraljuk, a kompatibilitési feltételt felhaszndl-
va és a valtozdkat Atjeldlve aszt kapjuk, hogy

P {xit)= [ Plxtiet) B lxt)dx /1.28/

Ha ismerjiik a Markov-folyamat egydimenziés eloszlésat a ¥ i- '
dopillanatban, akkor az Atmeneti valdsziniiség segitségevel
barmely t>¢ idSpillanatban is kisz&mithajuk, & [t., e0) in-
tervaliumon definidlt Markov-folyamatot tehét egyérteliiien
Jellemzi a kezdeti és az Atmeneti valésziniiségi eloszlésa.

A Chapman-Kolmogorov-egyenletet /1,28/-cal éBszehasonlite
va léthatjuk, hogy az /1l.28/ egyenletet az Atmeneti valészini~
ség is kielégiti. '

A Markov~folyamat homogén, ha Atmeneti valbszintisége in-
variéne az id&bell eltolAssal szemben, azasz, ha az atmepeti

valésziniiség csak az iddargumentumok kiilSnbsegétdl fiiggs
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Pl xthxt)=Plx, b4 /1.29/
A Chapman-Eolmogorov-egyenlet ekkor igy irhato:
P(x.t+clx‘)=[?(x.“x') Px's|x) dx! /1.30/

A staciondrius Markov—folyamat egyben homogén 1is, éé

agydimenzids eloszlass 1d6t0Ll fliggetlen megoldésa az /1.28/

egyenletnek,

: P{x¥x) Atmepeti valésziniiség ergodikus Markov-folya-

matot hztaroz meg, ha az egydimenzids eloszlasok (az /1.28/
egyenlet megoldésai)i-—>oo —re tetszdleges kezdetil eloszlés
esetén ugyanahhoz az ﬁn. hatdreloszléashez Gartanak,

4 Plxtlx) Atmeneti valdsziniiség akkor és csak akkor ha-
saroz meg ergodikus Markov-folysmatot, ha }33 P(xtix) 1éte-

zik &5 x'-t61 figgetlen:

Lim P{xtlx)=P*lx) /1.31/

t—3c2

Tegyiik fel ugyapnis, bhogy az atmeneti valésziniiség rendelkeszik
az f1.31/ egyenletben megadott tulajdonséggal. Az /1.28/ egyen-

letnen a t—'co hatéritmenetet slvégezve azt kapjuk, hogy

Lim B () = PR [0, ] dr= PR 11,32/
t—boo .

a wazoetl eloszlastél fiiggetlenil, tehét a Markov-folyamat
ergodikus. Porditva, ha a lerkov-folyamat ergodikus, jeldlje

bz /1.28/ egyenlet P,.(xp)ré—(x—x')

2 hatarelosziast PHx).

kezdetl feltételt rilelégitd megoldésa

P(x k)= Plxix) | /1.33/

“lle -

ezért az Atmenghl iaiészinﬁség eleget tesz az /1,317 fseltétel-
nek,

1.3 Az infinitezimdlis operdtor &5 a Kolmpgorov-egvenletek

Az /1.27/ Chapman-Kolmogorov-egyenlet t8bbazdri alkalma~
zdsdval a P(xilxt) Atmeneti valésziniiséget egyre révidebb in-
tervallumokra vonatkozé gtmeneti valbszinﬂségekre vezathet-
Jik vissza, Ezért az varjuk, hogy a Markov-rolyamat jeliemzé~
séhez elgendd lesz, ha az infinitezimalis id&intervallumva
vonatkozd Atmeneti valésziniiséget ismerjik, -

vekintslik a folytodos és korlatos figrvények terét. Ez
linedris normélt tér, az Ifl=euplfl normaval. Defini&ljuk a

1}3‘ operatorokat a kbvetkezd mbdon:

Toa fcl=[fPOctlck) dx -, (#<) .

/1.38/

a Ty operétor az {lx) fiiggvényhez hozuérendeli az ,{(x(t)) Yém
letlen valtozt feltételas varhatéd ertékét, az xii~x' foltétel
mellett, Ha az adtmenetl valészinliség a feltétel folytonos Flige-
vénye, akkor a Tg¢; operétorok a folytonos és korlétos fiigg-
vények terét cnmagira képezik le. A Tyy  operétorok lineéris,
{pozitiv, kontrakcibds operdtorok,
(Pozitiv:
T f()20 e

{tdzo . 71,55/

Kontrakeids:

H-HIA-[-I]"SUPIJ"("}P{XHK"’:’)C{XI'S Supl{lfptxflxhy) dx‘f-' "_F 1. /1.36/

A kontrakeidés operdbor egypen folytonos isJ

i
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A _Eﬂ operdtor az egységoperdtor:

—Et’—' I /1377

Bonvsuk fel az ztmeneti valoszinliségev /1.34/~ben a Chapman~
Kohngorcv-eéyenlet segltségével. Ekkor
N (¥l ! L
Ty ftel= [Pttt Pkl it (£<8'<thy /1387

amelybél ieoclvashatjuk a Chapmamp-Edmegorov-egyenletnek a T}#
mperétorokkal felirt alakjét:

e Toe T (Pet'ct) . /1.39/

A Markov-~folvamat infinitezim&lis operadftorainak neveszzik

A 35[_;_';‘ sitrt,m.-{‘;{) /1.40/

bsszefliggéssel definidls A, operétor.okat.(ltt lim a norma-
ban vald konvegenciat /egyenletes konvegenciat / jelan’ci.)
/1.40/ értelmében, ha K4 ,
. .
Tirs=ltA 54 ls) . /1,417

az infinitezimélis operitorok segitségével a Ty.{ opera—

voroset megnatarozo differencidlegyenleteket vezethetiink le.

Az /1.59/ egyenlet felhasznétédsaval vegezzilk el a kbvetkezd

dtzlakitésv: £
T;,f'ﬁu-_’:’_t 5—’}.*- (—E,t‘ﬂbl) . /l.‘!‘el

iz egwenlet mindkét olaalat s -sel osztjuk, &5 végrehajt—.

juk az s—»0 hatératmenetet:

l.4
j‘i‘ 1{_;-'1'.*/\‘_ /l.43/

*f(s)olyan mennyiséget jelsl, amely $S—sel o=tva is D-hoz tart,ha s+

~13=

Ez az un. airekt /"forwards/ Xdmogorov—-egvenlet, A direkt

/"forwarﬁ"/ Jelzé itt arra utel, hogy a dlfreranclaiés BZ ope—
rébor nagyobbik idbargumentumira vonatkozilk.

/1.42/-05z hasonléan kaphatjuk a.kévetkezd bsszefiiggést:

_E'-l-.s,é - —E'I{ ""'( I- -I:’.t'-!s )T;'i-!.,t . L SLa48/

Az egyenlet'ﬁindkét oldalét ﬁ&-—sel szorwzva, majd elvégezve

az $—o0 hatérdtmenetet:

ZI%-T*'-*S ~ApTe, . | /1.45/

Ezt az egyeunletet forditott /"hackward"/AKolmcgornv—egvenlet—

nek nevezziik, mivel a difrerendiéIQS'mosﬁ a kisebbik idbargu-
mentumra vonatkozik, .

'Homogén Markov~folyamat gsetén’a fenti Gsszefliggések
Jelentésen egyszertisddnek, mivél az ét&eheti vdlészinﬁéég, és
igy a Ty operétorok is, csak a ‘E-—-U‘idékﬁianbs'égtél: _fiig'genék:

= Loy o - ' 71,46/
ahol a T, opsrétort a ‘

f,f Plxblx)dx * /1897
5sazefiiggés definidlja. Az /1.39/ egyenle’c most igy irbatd:
Tis = T T T . | /1.48/

. azaz a |, operatorek kommutativ félnsopoftot alkotnak. Bzt

szokds Markov-félesoportpoak nevezni.

Az infinitezimalis operdtor most az idst81 fliggetlen, és

Af=tim 4(T{-4) . /149
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Féthasznélva, hogy /1.46/ értelmében

d d
;{T' Ta.',-: = "aI 44 1 /1.50/

a dirext ill. a forditott Kolmogorov-egyenletek algkja

'i; =T A=AT, . /1.51/
zt az ebjenletet formalisan megolénatjuk a To=1 rezdesi
teltétellel, A megolads

T, = PO /1.52/

Az A operétort a Markov-félcsoport gensratoranal is neveszziik,

wint lattuk, egy Harkov-foiyaratot az A1 infinitezimalis
operatorok segitségével ceiinidlhatunk. FPéimeriilhet a kérdes,
hogy milyen tulzjdonsidgunak kell lennie az A* operétornai,
hogy ¥Yarkov-folyamatot definiéljon, azsz, hogy az A, operé-
fororsal felirt Kolmogorov-egyenletelk megoldisai pozitiv, . Kork-
reiclos operétﬁrok legyepek, Anélkiil, hogy a részletekbe vele-
mennénk, megemlifjitk, hosy a homogén Markev-folyamatokra vo-
natkozéd Hille~Yoshida—tétel megadja a szilkséges es elégséges
£e tételt ahnoz, hogy az A operator homogén karkov-folyamat
ceneratora legyen, s igy absztrakt médon megadja az Gsszes
nomogén markov-folyamayot. Mivel minden nem-homogén liarkov-
felysmat -~itt nem részietezett modon~ visszavezethetd ho-
nogén markev-folyawatra, a Hille-Yoshida— tével newhonogén
folyamat ecetében is megvélaszolja fenti kérdésunket, A rész-

ieteret 1lletden a fejezet végen meéadott irodalonra utalunk.
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1.4 A Markov—folysmatok néhény tipusa

Boben a fejezetben g Markev-folyamatok nehany alapvetd
tipusédt fogjuk leirni az infinitezimilis operatorok segitségé-
vel,

X fizikai alkalmazasokban igen gyakran eléfordudéd foly-

tonos értékxészletii Markov-folyamatok a diffuzids folvamatok.

Difruziés folyamatoknak azokat a Markov-folyamatokat neveszsilk,

amelyek infinitezimalis_oparétora mésodrendii difrerencidl-ope—
ratox: ‘

2 2
Ablxdle o 2 o olxdl~, /1537

ahol bixt) és 0’(xt) folytonos, elegendden soxszor differencial-
haté fiiggvények. Ha bixt)eblx) &5 o"(xt)= °(x) az idsts1 fligs
getlen, akkor a dirfuziés folyamat homogén.

4z /L.43/ direkt Kolmogorov-egyenlet szering

d
at T{",h[ '—‘T;',t AtJ; 9 f1.54/

azaz
gp(xux%' ! |
‘[ “‘P(XH 14 [b lu_?_ _‘|' T _;_)_j]} =
{ x't)blx a3 bl 1[(x]dx 0./1.55/
Pareidlis integrélds utén, a
bl‘.ll_r)an(f{ lx,'{')f 0 /1.56/
természetes hatarfe.tétels #lbaszndlva azt kapjuk, hogy
aP @
LI Y 2 P I =
{22 0n 4P} fdx=o .57/

Ez az egyenllség tvetszdleges folytonos LGO figgveny esetén

Tonpdll, igy e zérojelben alLé kifejezes eltlinik, Igy kapjuk
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meg &z Atmeneti valészinliségre vonatkozo dirext egyenletet, - A Pq(xlin) kezdetl eloszlés 1smere§ébeu az egydinenzids elosz—

az un, Fokker-Planak egyenletet: lés a késdbbi >t ldépilianatban { L. az /1.28/ egyenlotet)

v B L t]= [ PUxtlxda) P dx . s
2PLAR . 2 () Pt 2 (o Uk P(xEd)) L /1587 ct)- | &) /108

at x Az /1.58/ Fokker-Planck—egyenlet minduét oldalat Bix't.) —1al
Az atmeneti velészinuség a Fokker~Planck-— egyenlet alapmegol-

. ) i
szorozva és x' szerint integrélva lathatjuk, negy PBixt) is i
1
|

aésa a . kielégiti a Fokker-Planck-— egyeuletet a megadott Plxt.) kez-
L'"‘ Plxtixt] = dbe-x /1.29/ deti feltétellel. , i
Yezaeti feltétellel 4 difruzios folyamatokkal a 3. fejezetoen fogunk részle- ;
Hasonloképpen jarhatunk el a foraitott egyenlet gsetében  tesen Iic'slalkozni.
is. Lakor /1.45/ szeriut A folytonos értékkészrietl foryamatok egy masik szélsé.-
} X séges esetét képeszik az ugro folyamatok, amelyeket azm -
9P (=t .2 4 o n? i -0 /1.60/ i
i b ) Pt ) e g ) — Plxtlcd) ‘[(X}-O .
g L It 7 Dt A, _F= ~A(x‘{)llx] +A(x,{}_[’ﬂ’(5,x,{}_[(g}d3 /1.65/
ninden folytonos {{x) figgvény esetén, s igy infinitezimélis operatorok jellemeznek. A direkt egyeulet a-
2 -
2PUxAl) B Pl ) A8 PUxtld) . /1,617 lakja exkox
ot Bx * It
4
iz dtmeuneti valoszinuség ennek az np. forditott egyenletmek BP"(;,; " )=..,\(x 1) P(x-tlx‘{')-rjdg)\(g;l:”r(x.g tIPlytlx'o). /s1.66/

i egoldasa a !
is alapregoldasa .62/ 4 folyamat di 1d5 alatt A(x#)dt .i.a(d{) valoszinuséggel ugrik !
. i = — 5! - . . ) .
}.lm Pxdlst)= 8- ol a2z x értékrsl, e ha ugrik,'[rfg.x)dy vulészinuaéggeLr ugrik

kezdeti feltétellel. 2z (5,5+015) intervalinwba. A folyamat trejextoriaja szekaszon- ;

ként aliando filggveny. Ha a folyamat homogén, A(xd)=A(x) es ‘ f
aeti valoszinlisézre vonatkozé egyenlet /1,51/-gyel Gssznang- W(B.x|{)_=_"ﬂ‘(

Ha a aiffuzids folyamat homogén, akror a P(xHx‘{') atume-

3.:(). A homogén ugré folysmat esetén az ugrdsok ko-
t
ban igy moedosul: - . z8tt eltelt 140 eloszlésa exponencialis (N e)‘(x) )

P (x4l 3 9t A diszkrét értékkészletii folyamatok az ugrd folysmatokkal
9 x N 4 T —— '{. I 1.6 . :
3t =b(X)5>-<'P(xHXI} 29 (X1)’c>>c2 Pletix) y /18 4llnak analogidban. & diszkrét értékkészletil folyamatok eseté- p

o]
W

: ben az f(x) filggvények helyét az Hn} szémsorozatok foglaljék el,
pig a dirert egyenlet valtozatlan rarad. :
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az ‘operatorok pedig mitrixzok lesznek. A;QA- operéaftornak a

Plmtint')= P, (H 1] nétrixok felelnek meg:

Teafn =L o Pt

4z A, operatornak megfeleld
W {1} le;a% MERD /L1.68/

métrix segitségével az infinitezimélis intervallumra vonatko-
26 Atmeneti valosziniliség igy Lrhaté:

1.69/

Ponin (£ 45,b] = T+ W (£ 5 07(5) . /

Az dtpeneti valosziniiség normalt, ezérd
YIS 7R AL /1.79/
(]
m

.ary masképp, a helybenmaradds valészinilisége

P,m({-ts,-{;}:4—(;Wh'n(f))s+0‘(s] . /1.7L/

mEn

Az /l.43/ direkt egyenlet most igy irhaté (ne felejtstk
el, hogy & matrixok jobbrol balra hatnak, L. az /l.67/
egyenletet): '

2 ) T v (8] Py (48 = P (10 { L ). /2727
d{ e ur

m#h [
z% az un, master egéenleteﬁ elégiti ki a ﬂm(i) egydimenzids

eloszlés is. Lz /1,45/ forditott egyenlet alakja:

2p (o P (4N ()4 B (8 .i’)( IR (#)) . /1.73/
!l::m mEn
Homogén folyamat esetén vn,h(t) Y, az 1d6t0l fliggetlen.

A Pmm{f} atmeneti valosz1nuse5re vonatkozé forditoit egyen-

letben /1.51/-nek megfeleléen az 1d6 szerinti differencial -

—19n~

hinyados negﬁtiv eldjellal szerapei. Az ugré folyamatokhoz
basonléan, a diszkrét ertékkészletii folyamat fojlédését sza-
kaszonként 4llandd, egész értéku tiggvény irja le. Az ugrésok
kdzBtt eltelt 1dd exponencialis eloszlasn {~ € Wt )

A diszkrég értekkészletd folyamatokkal a 2. fejezetben

fogunk réeszletesen foglalkozni,'

Irodalom:

WENTZEL, A.D,: EKursz teorii szlucsdjnﬁh processzov, Nauvka,
Moszkva, 1975.

ABWOLD, 1,: Stochastic differential equations, Wiley,
New York, 1974.

FELLER, W.: Bevezatés a valészinliségszamitésba és alkalma~
zésalba,Miszaki Ebnyvkiadé, 1978.

LAX, ¥,: Classical Noise ITI.: Nonlinear Markoff Processes,
Rev, Mod: Phys. 38 359 /1966/

' HAKEN, H.: Rev. Meod., Phys. 47 &7 /1975/

GIHMAN, X.I.,SZEOROHOD, A.V.: Bevezetés a stochasztikus fol&a—
matok elméletébs,Budapest, Miszaki Kiadé 1975.
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2., Diszkrét £llapottérben lezzijld folyamatok

2,1 4 master egvenlet szemléletes szdrmeziztdsa

Tekintsiink egy rendszert, melynek_vizsgélt £llapotai
diszkrét vdltozd%hdl al¥otott vewiorovkal (mmm-) indexel-
h=2t8%. Ldott esetben = index lehei példdul & rendszer Lvsn-
tumszamainal Esczessége, de sz alkslmezisok nagy részében a
teljes mekroszkdpikue rendszer helyett csav néhiny lessan
vdltozd szabadsidgi fokot vizsgdlunk /2 t5bbit hdttérnev te-
vintjir/, s ilyenkor az dllapot megaddss is egyszeriibb /koc-
kericson térténd bolyonzds esetén példdul hdrom voordindta/.
Tegyiv fel, hogy @ rendszer Allspota —s hittérrel, vagy kbr-
nyezetével vald “dlesnhetds kovetlreztében-- birmelyilk pil-
lznatban megviliozhat, s hogy 2z p—»n' (NN} dtmenet AL
intervallum alastti bekévetkezésének.valészinﬁsége

Nhat-+V(Atj

4 tovibbiskbaen cealr Mer%ov—tipusu folysmetokkal foglal-
rozunl, Iléenkor a8 W Atmeneti valdsziniiség nem Pligg at~
51, miiyen dllspotban volt cordbban e rendszer, s igy jelt-
iésiinv veldban kdvetlkezetes, Ha feltesszii%, hogy = folyemaf
ipveridns a2z id8beli eltoldsre nézve, akkor explicit idSfiz-
g¢s sexm léphet fel Ny, -ben /homogén folyemet/.

Jelolie %ﬂ;t)ennav a veldgziniiségét, hogy e rendszer t

id8 212ttt £z n £Z1llapotbs Yertl, feliéve. hngy sz m 41lle-

EoCr I —
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pontbdl indult, Az sz esemény, hogy a rendszer g t*#t idépont-
ban az n 4llapotban legyen, t5bb egymidst kizdrd mdden veld-
sulhet mez: elSfordulhat, hogy t 4ids eltelte ntdn valemelyik
migik {1} 411lapotban van, s utdna at alatt beszdrddik N ~he,
i11, elSfordulhat, hogy mdr ¢ 146 alatt eléri sz n dllapo-
tot, s szutdn pem 826rédik ki onnét:

P (t444) -LE Wy P At +(1- Z ¥, 64)F (thro(at)

Atrendezds 111. a Atnbohatérérték elvégzédse utdn sz un.
direkt master egyenletet kapjok

(tlwzw P (£} — h,,,u)Z: Yim /2.1/
amely azt feaezi kl, hogy a valoszinuaeg id8egységre esl meg-
véltozdee a beszdrdsi 111, kiszdrdsi valdsziniiaézek %iilonb-
sége.

Powm (t) ~Te egy mdsik egyenletet is ieszérmaztath&tunk. Te-
klatslik ngyanis azt.allehetﬁséget, hogy a rendszer az elsf
At intervallumban eljut valemelyik L éllapotba, vagy hely-

ben marad, s 8z ezutdn ktvetkezs t. idStartam slatt kerll n =be;s

%muhﬂ:zhh&)n41+u ( Z mA%+ﬂM}.
iom o

A

EbbS1l sz un, forditott master egyenlet adddil

nm“') Zw.»\ (t) .,.,.{‘UZ w_lnm
Mindkés master egyenlet a

Rum( 0= o /2.3/
kezdeti feltétel mellett vizegdlands, hiszen zérus 144 alatt

. /2.2/

nem ttrténhet dtmenet. Létni fogjuk, hogy a /2.1/ és /2.2/ &=
gyenletek nem tul erds feltételek teljesiilése egetén elviva—

lensek, igy elég ceak ez egyikkel foglalkoznunk, Néhdny ki~
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vételtdl eltekintve a direkt master egyenletet haszndljuk
majd. .

A Phw(t)l valdeziniiségeloszlis ismeretében az dtmeneti
veldaziniipégey kdnnyen megkonatrudlhatdk, hiszen

Pom{t=01=Wnm , ha m*n . .

A master egyenlet jelentSsége éppen abban 411, hogy sz dtme~
neti valdsziniiségeket mikroszkopikus szdmolisok, vagy heurisz-
tikus érvek alapjdn sokszor eldre meg tudjul adni, s ezen de—
rivédltek ismeretében sz egyenlet mdr meghatdrozza mapgdt a fligg-
vényt.

Abban az esetben, ha & kezdeti dllapot nem egyértelmii,
henem egy Pm eloazlds jellemzitg Pgn_='[), akkor znnak a vale-

szinlisége, hogy & rendszer t idd mulve sz n 4llespotban legyen

Pl =2 R (018 /2.4/
ami azt tiikrbzi, hogy n -be t&bb kezdeti 41lapotbdl is eljut-
natunk, Konnyen ldthaté, hogy e P,lt) filggvény is kielégiti a

/2.1/ master egyenletet:

Ptz vy P(E) - P_,l(t)l);_': “, - /2.5/
2 fen DR 2 lan  —H

ARy=d), kezdeti eloszldmnak megfeleld megoldds természete-
m = S

sen P (1) . A forditott mester egyenletnek P,(t} nem megol-
-—!— ]

ddsa, ,
Mivel a folysmat Markov-tipusu, Pm és f}_\,r_n(‘t) :1.:3::1621‘9‘1:?T e-

legendd & kiilonbdzd tdbbvdltozds eloszldmok mezhatdrozisdhoz

iE ( l_. ) /1026 /)n

1, felsdst| At=0 pillanatban kozmikus sngdrzdsbdl
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8zdrmazd nagy energidjn nukleon éri légkbrinket. Bz a részecg-

¥e a légkbr atomjaival ttktzve njabb nukleonokat hoz létre, s
azok is hasonldképpen sokszordzddnsk, Tegyli £51, hogy annak

a valdezinlisdge, hogy egy nukleon at id5 alatt létrehoz egy

misodlagos nukleont Mat+ & at' ), g ez fiiggetlen & nuleon

fajtdjdtsl és energidjdtdl,valamint a kordbbi eseményektsl,

Irjuk £61 a folyamat mester egyenletét!

Egy lzemben N gzdmu egyforma munkagép 411
rendelkezésre, Ezen eszkizdk igénybevétele véletlenszertien
tortérik. He sz egyik gép 411, akkor idGegység alatt A  vaw
lészintséggel keriil bhagzndlatha fiiggetleniil attél, hogy mennyi
ideje 411 mdr. Ha egy gép mi%5dik, ekkor iddegység alatt ys
valdsziniigézgel kapesoljdk ki, a nikddde ldejétdl figgetleniil,
Kezdetben m szému gépet heszndltak. Irjuk £81 ezt az egyenle-

tet, amely meghatdrozza ennak g valdgziniisdgét, hogy t 146

mulve n gép miktdik,

2.2 A master egyenlet mepolddseinat tulajdonsdgai

- Réviden Gsszefoglaljut a /2.5/ mester egyenlet mezoldd-
sains% legfontosabb £1tsldnos tulajdonsdgait, 4 bizdnyitésok
tisztdn metemstikai Jellegiietk, ezért azokkal nem foglaltozunmk.
1./ Mindig létezik legaldbd egy stacioniring /id8t61 fiigget-

len/megoldds,

2./ A staciondrius megoldds egyérielmi, ha teljesiil a %ivet-

kez28 feltétel: Rendeljiik hozzd, e d-dimenzids tér /daz n

vektor komponenseinek e széma/‘kﬁlﬁnbﬁzﬁ‘pontjaihoé a

i
n
By
i
4
3




-V

rendszer egyes dllepoteit! Minden pontpdrt kUssiink Smeze
egy vonallel, amennyiben = azoknak megfeleld két dllapot
¥ézstt lehetséges dtmenet /legaldbb ez egyik irdnyben/.
He ezen‘gréf birmely két pontja kHzttt taldlunk legalidbb
ezy fTolytonos vonalat /a grif Gsszefliggd/, akkor a sta-
ciondrius megoldds egyértelmii. Olyan rendszerben tehdt,
amelyben birmelyil £1llapotbdl eljuthatunk akdrmelyik mé-

sikba a staciondrius megoldds egyértelmb’..'

3./ Ha s P: stsetondrius megoldds egyértelmii, skkor tetszd-

leges kezdeti eloszlds esetén az un. hatdreloszléds, va-
gyis & P,‘U:) megoldds t—o hetdresete, a stacionirios

megolddessl egyezik meg:-

Lim Ry(t)= Py /2.6/

t —»om .
/ergodikus tulajdonsdg/. Specidlisan B, (ed=f ,m -t62

figgetlenill.

/ EHs g 2. 4llitds feltétele teljesiil, akkor adoti R, %kez-

deti eloszldshoz olyan egyérteim[i 1d6Piiggd megoldds, F’E(t)
tartozik, smelyben minden >0 -ra

0SB ()4
tehdt a P (Y figgvény veldben valdsziniiség-eloszlisként
értelmezhetd ez egész Polyamet sordn, A /2.7/ Gsszeflig-
gések természetesen = Bym{t} feltételes valdsziniiségre.
is fenndllns¥, hiszen ez =z PIS'= {-_’l! wezdeti eloszlishoz
tartozik. Hez & megoldds egyértelmii, a Pn,,:(t)f[iggvény
mind 2 direkt, mind a forditott egyenletnevx megolddsa.

3

L fenti 41litseok szigoruan véve cszk véges szdmu allepo-

és I ple=t 2.7/

n b R
W i m’%’*
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tot tartalmazd dllapottérben lezejls folyamstokre érvényenek,
de hasonld kijelentések tehetdk végtelen d1lapotiérben ig,
amennyiben tovdbbi feltételek teljeslilését is megktvetel]tik
/példdul azt, hogy az egymdstdl tdvol esd 41lapotok ¥zt
kicel legyen ez dtmenet valdszinilipége, 1l4md 9. feladat/.

2.3 Staciondrius megoldds, n részletes egyensuly

A ﬁ: steciondritus megoldds egyik.lehetséges ﬁeghatérozésa
& /2.5/ egyenletbdl edddik, hiszen ilyenkor %(t)EO . Per-
mészetesen ugyenez &z eredmény kaphatd sz 1d6fiiggd megoldds
aszimptotikus viselkedéceként 1s /2.6/, emennyiben a megoldds
egyértelmii.

Fontos -specidlis esmet, ha az egyensulyi eloszlés eleget
tesz az un, részletes egyensuly elvének%. Ez azt jelenti, hogy
bérmelyik két .. dllapot /pl.m és n / kizott ugyanannyi
dtmenet tOrténik iddegység alatt az egyik irdnyben, mint a
forditott irdnyban. Matematikel megfogalmazdsban:

WPl =Wy Pa minden mm-re . /2.8/

Kegmutat juk, hogy emennyiben egy rendszer stacionirius
megolddma eleget tesz & részletes egyensuly elvének, tovibbd
teljesiilnek azok a 2.2—beq megadott feltételek, melyek a meg-
oldéds egyérielmiisdgét biztositjdk, akkor a ﬂ: eloszlds egy-

" szeriien megadhatd,

Vdlasszunk egy tetszdleges p, 4llapotot. Ezutén kereselnk
egy fimenet~lédncolatot m, ~b8l h -be. Feltételeink szerint
legelébb egy ilyen ldncolst létezik, Tegylir fdl, hogy ez 8
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1dnc N 1épésbSl 411, ' jelsljlik a kdzbensl dllapotokat nj-

vel / j:tlp.. N y ny=n /. A részletes egyensuly alapjén'
p:zm_au—_a. p; __
- T Yo v
ill. =8z egész ldncra felirva

Wed
# TT Wy .
Pn = nwn"_'h Pn . /2.9/
* J=0 Higniea °
P' nem fiigghet e ldne megvdlesztdsdtdl, hiszen s megoldds
n

ecyértelnll, 4 fentl kifejezést rdgzitett n. mellett minden n-
re meg ¥ell konstrudlni, s akkor ﬂ; 8 normdldsi feltétel-
151 hatdrozhetd- meg. ]

Vizagdljuk momt meg azt, a fizikai alkalmazdsok szemponi-
j3b41 nagyon Bntos kérdést, hogy e mekroszkopikus rendszerek
termodinsmivei egyensulyi éllépota eleget tesz-e¢ a részleter
egyensuly elvének. Tekintslink ellozbr egy zdrt rendszert, Osz-
szuk ezt 51 nagyszdmu kis rémszrendszerre, e tegyik f61, hogy
ezek beled viselkedésérdl mir nem rendelkeziink informdcidval.
2z ez un, durve szemcsés leirds. (Példaként gondoljunly: arrs,
hogy mikroszképban vizsgilunk egy rendszert, Ilyenkor a régz-
rendszerek linedris mérete a felbontdéképesség negysigrend jében .
vélaszthatg, az ennél rovidebb tdvoladgu vdltozdsokrsl nem
azerziink tudomést.)A teljes rendszer illapotait & részrendsze-
rek 4llapotain keresztil definiljuk, s az ilyen médon Tigye-
lembe nem vett szebsdeigi fokok hstiss nyilvdnul meg sbban,
hogy stochsaztivus viselkedést taldlunk,

Lényeges foltevéeiink az, hogy & mikroszkpikus szinten
lezajlé folysmatow reverzibilisel, vegy misképpen: idStiikrozés-

re invaridnsok. Bz 2 mi esetilnkben sz dimeneti valdgziniiség
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szimmetrikussdgdban nyilvdnul meg
Y = Yn 4 /2.10;’
ehol n és m a rendezer ¥ét tetszdleges dllapotdt jelsli =
fenti értelemben, Definidljuk az entrépiét 8z
St8h=~ T R 1) nPylt)
asszefﬁggéssel. Az entgépia iddderivdltjdrs & /2.5/ master egyen-

let és /2,10/ alapjdn e Xivet%ezdt kapjuk,
Se=~1 B W tn R0 +4) = ~2y W (P (£1=0, (&) (LnPy (8 44) ,
L nm - - -

Indexcsere majd az igy el8dllt két egyenlet Gsszeaddse utédn

: 1

$tor=1 Em‘”'-b"—" {(Ry ()~ By (){tn By W)~ R 4]}
A Yxapesos zdréjelben 4116 kifejezés sohasem lehet negetiv, nul-
1dvéd is csek akkor vélik, ha B, =P, . Az entrépie tehdt so-

hesem cgB¥%renhet,

Sz 0

s #1landdsdge csak akkor valdsul

1

meg, ha g Pﬂmelosalés
egyenletes és idSben #1landd, Ezzel levezeitilk egyrészt az ent-
répiatételt, mdavészt az egyensulyi stetisztikus fizila alap-
vetd foltevénét, miszerint zdrt rendszerben valamennyi dlla-
pot egy{orma veldsziniiséggel . fordul eld. Az utdbbi 411itds és
/2.10/‘egyﬁtt azt jelentiw, hogy a részletes egyensuly fel-
tétele, /2.8/ termodinamikei egyensulyban 16v8 zdrt rendazer-

ber teljesiil.

A fenti szdrmazisids j6l1 mutetja, hogy milyen lényeges &

" mikroezképlikus reverzibilitis feltételezése ® makroszkoépikus

folyemetok irreverzibilis viselkedésének megértése szempont-

jéb6l. A stochasztirus folyematolnek s nem-egyensulyl jelensé-

gek leirdsdbhan jitszott fontos szerepénev tovdbbi illustrdli-

..........
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séré 1dtunk példd:t a fliggelévben. Megmutatjuk, hogyan vezethe-

45 le 8 trenszport folyamatok megértésében alapvetd Boltzmann-
egyenlet a wvantummechsnivs elvei 111, a master egyenlet fel-
hesznilisival.

A részletes egyensuly kérdéséhez visszatérve T himérsév-
letil hétartilival kepcsolstban 4116 rendszer esetén a szabad
snergiz d1ltaldnositott formdjdt érdemes vizsgdlni, melyrSl ha-
sonld médon kimutathatd, hogy sohasem novekszilk, Minimdlis ér-
téwét syvor veszi fel, ha azn d&llapot megvelésuldsdnak vald-
szinlisége exp(- En KT Y-vel ar@nyos, shol E, sz dllapot ener-
gidja, k e Boltzmenn-#1landé /kanonikus sovaség/. Beldthetd,
hozy az atmeneti valdezinliségek tetszbleges m és N indexekre

czleget tesznek a
_Em-Ey
ad-L- P — /2.11/
7 .
nm
feltételney, mely éppen a részletes egyensuly megvaldsuldsdt
jelentl.
Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy termodinemikei egyen-

aulyiél nem tul tdvol lévé rendszere¥ben o rémzletes egyensuly
elve érvényes, Porditve a /2,10/ ill. /2.11/ Ssazefliggédsek
anns' feltételevént tekinthetd, hogy & rendszer s termodina-
mi+s’ egyensulyi £llapothoz tartson. Hs & megfeleld feltétel
nem teljesiil a¥wor s rendszer nem juthat el & termodinamivai

ezvensulybe, de eljuthat stsciondrius dllapotba, ami esetleg

gz a »észletes egyensuly elvérpek /2.8/ is eleget tesz. Fem-

=]

fizivsi, vegy szyensulytdl tdvoli rendszerekben 2 régzletes

esyensuly csak specidlis esetevber valdsul meg.

M, e e s o W SRR
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3., feledat| Tekintsiink egy hdrom 41lapotu rendszert, mely-
ben cirkuldris dimenet lehetséges: & 3. éllapotbél.az l.-be
keriil a rendszer, s minden 1épés egyirdnyu,

3
Vs Wy

1 2
W g

Ez olyan atom, vagy molekula modelljénel: telintehtd, mely az
alapdllapotbdl /3./ xillsd hatésra £ egyilk gerjesétett dllapot-—
ba /1./ juthat, shonnét egy k6zbens§ energisszint /2./ épinté-
sével bomlik le /lézer/.

n=1
-energin

— h:?_

- h-a
Hatdrozzuk meg a staciondrius megolddst, s muitessu me~, ho:y

a részletes egyensuly elve nem teljesiil!

2.4 Az Altaldnos megoldds

4 /2.5/ mester egyenlet sz idS vdltozdra hézve linedris
differencidl-egyenlet, mely az

An,p Ewm.(:g-«l;mn}_..;;m,}: W C/2.12/
I e + -_L*“. B
matrix bevezetésével a

B ()2 gy B (£)

* - Iy - - -t
alekba irhatd, Ha & partikuldrie megolddst s %ti)=~e} Fa

feltevéssel kivdnjuk meghastdrozni, egyszerlibb, elgebrai egyen-
; . e () i)
letre jutunk: % AE‘E,TB. a-) Y

n .
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mert s fenti sajét-

Az 4 index bevezetése azért pziikeéges,
A )@-O gajdt-

érték egyenletnek ttbb megolddea is létezik.

érték tartozik a steciondrius megolddshoz./A,y mem feltét-

leniil Ezimme'i:rikus, tehdt a bal,- és. jobboldsli majdt vekto-
rok ¥ilonbzhetnek egyndetsl./ Az dltaldnos megoldds a femti
megolddigok linedris kombinicidjeként adédik. Aszimptotlikue
Eiselkedését, mikszben a staclondrius megoldésﬁoz %art,a leg-
kisebb pozitiv valéds részil aajét/érték Jellemzi, 3

A fentivel_lényegében ekvivalens eljdrds a2z, smikor vek-

toralakban irjuk £81 az egyenletet
plu=A Rl .

Ennekx megolddsa At .

E(i}ee‘: Plo) /2;13/

ahol P[0} & kezdeti eloszlds vektora.

A nsgy dimenziéézému /esetleg végﬁelen dimenzide/ mitrizok
jelenléte miatt a master egyenlet epgzaki megolddsa cask speci-
élis esetekben ismert.

[I7 peTda]

preperdtumot, melyben nagyszdmu atom van, A tapesztalst sze~

Vizsgdljunk egy rddidskiiv

Poigpon-folyamat

rint egy stom elbomldsdnek iddegységre esl veldsziniimége (A)
konstens, s fliggetlen attél, hogy ez stom milyen régéta ven el-
bomletlan illaspotben. Tegyiik £61, hogy & felezési idS jével
hosszabbh & mérés idStertemindl, Exkor snnak ¥V valdszinilisége,
hogy egy atom elbomoljon,ktzelitSleg dllandénel vehetd v AN
ahol N az aktiv stomok széme. Jellemezzlix e rendgzer Allapo-

tait ez elbomlott atomok n szdmival! Cesk 8 Wy dbtmeneti

valdszinisée ¥llonbozik zérustél, hiezen minden bomldskor

.y

eggzyel ntvekszlk 8z n érték, é8 két egyldeji esemény vald-

szinigége iggn csekély(ritkaség} Batdrozzuk meg az eloszlds-
fUgevényt, ha kezdetben m{<N] clbomlott atom volt a prepa-

I‘ét umban .

A-fentiek slapjén = mester egyenlet mitriza

A O 0 0 ...
4 -4 o O0...
A=y O 44 0] |
2 - eq
shol 4 a2z egységmdtrix és qus J;\,n'-H . Jelblje g azt
ez egységvektort, amelyben cgal a |, komponens Yildnb¥zil nul-
14+61: (gi)k = Jﬁk . Bzzel 2 Jelblépsel a kezdeti elnszlie
_E(O): e, alekban adhetd meg. /2.13/ szerint a mezoléds:

vt o 4’ K
P= & L (VL) e,
Ebnnyen megdllapithstjuk, hogvan hst az L mitrix az e, vek-

torrs:

(.ia QM)I=JZ L-:j(?_n);‘-‘z &

13¥A J:u.j = Jt' mdq = (eMM).‘ ’
i 1

amib6l sz is kdvetkezik, hogy (L)k
Bl Bm™ Eman .

A megoldds végsS slakje tehdt

Plt)= e'w[g,-rvt ghﬂ+5‘3(vt)’gh+; +5 VO erast.. ) .
EbbS1 leolvashatd, hogy ‘
_‘ﬂ {v‘b}ﬂ-h

p ('{‘,)n- (n—m)!

o , he n<m

, ha nz2m
/2.14/

Specidlisan, ha kezdetben nincs elbomlott mtom, akkor
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FEEERATE

R -

3=

n
ot e & B

Megkeptuk tehdt azt a jél ismert eredményt, amely szerint
rovid mérési 1d6% alatt s szdmlildcstvek jeleinek szdma Polsson-
eloszliat kovet. Ennek feltételei, mint léttuk: memdris nélki-
11 bomlds, ritkesfg, kozelitSleg 41landd aktivitds (v) . /més
levezetés taldlhsetd pl. Jénossy Lejos: A valdsziniieégelmélet
slapjai ciml kényvében./

b Poigpon eloszlde tulejdonsdgeinek ismeretében rbgiin
felirhatjuk n varhatdé ériskét 111. szdrdadt:

<n>=m+\"t ) <n2)—<n>2='9+v .

LV mennyiség egy wasik szemléletes jelentését kapjuk a
’ -vi
P (t)= &

is értelmezhetd, mint snnak & valdsziniisége, hogy s tertozkodd-

ktvetkezd gondolatmeneftel: A Yifejezés ugy

145 @z wm 4llapotban nsgyebb i -nél /aiszen ilyen valdszinii-
vt
séggel pem toriénik elmozdulds ebdfl az d41lapotbdl./ 1-¢€

si

tehZt annav & veldszintsége, hogy = ﬁartozkodési 148 nem
+5bb  t -nél. Az enne¥ mezfeleld valdészinlaégsiiriiség véxf
Lz m Zllapotban vald ?sftézkjdée dtlagos ideje ezérs _

T =v[de dt=<. /2.15/

Hindez arra is utal: hogy = Pmmti) fliggvény kepesolatbe hoz~
haté sz 1d§ szerinti valdszinliségeloszidssal. 4 kérdés részle-

tesebn tirgysldsdrs e 2.7 fejezetben tériink vissza.

Fétillapotu rendszer Képzeljiink el egy mdgneses

dipSlust /mégneses nyomatéks s /, mely csek a tér adott e-

gvenesével pirhuzamosan helyezkedhet el, K&t 3llapota létezik

atts1l fiizzden, hogy "felfelé", vagy "lefelé" mutat /klesszi-

-33=

kus spin/, o 8 %6t 41lspotot az S=i4 indéxelésael Bzokds me
g—

11 8nbt ' JEp.
kiflsnbtztetni, A T homéreékletii kGrnyezettel vald kHlesSnha

tl ‘e . i
a8 kivetkeztében a dipdlus 4tbillen egyik 411spotdds) a mdsik

bs, i
8. Tegyikx £81, hogy & folyamat Markov-tipusu, g hogy valame

lyik dimeneti valdezinlsdg, példdul méréserk alepjén, ismert;
legyen Wi = %o . Hatdrozzuk meg o valésziniiséz elogzlds é;
a8z dtlagos médgneses. nyomatdk 1d4beli vﬁltozését, he & rend-
gZer kezdetben 8z §=+4 dllapotban volt, B Yiils§ migneses
tér nincsen jelen, '

Mdgneses tér hidnydbsn mindvdt d1lapot energidije ugyan-
ekkors, ezért a /2,11/ réozletes egyensulyi feltdtel alzpjdn

Wy =Weo . A master egyenlet
Poalth= =% R (4] + o, P, (4) SRR TE 2

mely 8 B,fo 3 i
y S [0l=d s Balolo kezdeti feltéiel mellets oldane
il 4= Py, (2)

redmény egyszerilen megkaphatd;

dé meg, A 8 i
Ospzefiiggéet felhasznilva az e-

=

EM {'L}"";"_"['i + & ~2wt

4
Em4' E(4"e ) .
A %6t valdszinliedg tehdt iddvel kiegyenlitSdik, a p¥ _p¥ 1
| 457

staclondrius mezolddshoz tart /%dnnyen beldthsts hogy a ez

deti eloszlistdl fiigzetleniil/.

Az étle%Fs mégneeezettsdg
<5>= = ot
pe =L SR = Byltl- 0] ™

o értékrsl relaxdl a zérus egyensulyi értékig
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2l e <)

t
s ‘ 1 Ard nem
Vizsgdljuk most mez, hogyan moédosul az eljirds, ha
=3 B -

e vetlen _EndBZEIb, hanem ” sSZzmi uE;Jd.-’a.lyen I‘endﬁuzel G-
Pt w

.?[.Lt.,esﬁt so¥kasy ivanjuk lel n Eu.‘:e-lllb l'ap ol (anO"'
M / kas g/ k J 3 rni, & A ane 1

e}

Y 3-16_30t0-~3v; hoo nany _.ESZIendSZEI van a 4 /l}-l' i / -114-8
y

sotban, JelBlje n a felfeléd mutatd spinel szdmét, n=OM,nt§.
:*vel 2 részrendszerelr fligzetlens’ és egyformﬁﬁ,anna* avelo—
ge. hogy idfegyséz zlett n eggypel esikkenjen Vﬂ_hh—V%rlr
an n-—> n4 dtmenet valdsziniisége viszont o lefelé mutstd spi-
ne¥ scimivel ardnyos: v44ﬂ“=v%(N~h). 5 ¥é% vegy tobb lépéser
ftmenes esélye elhaspyagolhatdan Vvicsi, & teljes rendszer mester
eoverlete ezért igy irhetd, ha az m #1lspotbél ipduliunt:

B l4) = W6 () Py (6 w26 (Nt ) Pn,,“..(f)—w‘f- N f’m (i).,,.+_
4z ilyen tipusu egvenlstek megolddsival a kivetkezd fejszet
ben foazlslvozunl. A konkré

; - i
% szdmolds azi mutstjs, hogy az m=N

5 érté é o 525 médszerrel kspoit
vérhetd értévre éppen sz eldzd modsz n

e .
azi g wit eljdrids egyenirtét-lisémére utal

.

‘bs oty ad-
4. telsdet| 2./ Irjuk le s 2. példfban megadott rend
i
- .
favdvasl odrho 41ef H miAgne-
vigeiteddedt 2 spin irinyivsl pdrhuzamos “ilsd mas
er vi e rin

b} />Leg?en z ¥étdllepotu rendszer 2 tep Dil-

~35=

lanatig 8 T, hémérediletl hétart4llyal egyensulyban, Ekvkor
hirtelen T hémérsdxleti kornyezetbe helyezsiix dt, Hogyan

vdltozik & valdezinlisdg eloszlds ée 8 rendszer dtlagos ener-
gidja?

2.5 A szliletési-kihaldai folyamat™

Azt a specidlis Markov-folyam&tdt, melynek sordn a2z e

Byetlen egépz szdmmal indexelt dllepotok terében igen rivid

1d8% alatt esak s kBzveilen momszédok kszbtt térténhet dtme-
net, sziiletéai-kihaldai folysmetnal nevezziik. Az dtmeneti va-

18sziniisézek ilyenkop mindig

o ™ An Jff,l‘\ﬂ + /"‘.\J;"nod
alakuak, shol A\, az eldrelépés /szﬁletés/,/A“ a hitralépés
/kihalda/ idéegységre eal valésziniisége. A folyamat jél ezem-
1é1£ethet6 8 kivetkezd dbrdval

FRO WYL

- "'.. _.-"
‘4_4.; ML T2
P

flndt

4 direkxt és forditott master egyenlet ( /2.1/ és /2.2/ % ekvor
igy irhatd: . )
Py {t)= - Pn-q.n“)" {f‘n‘*"n) Pn,m_(‘f-)‘*/"m—q Pm«u,m ) /2,167

ﬁh,l"\ H)“lu,., mer-q "E)‘(f‘n'*)‘n)gimf_‘{'-)"' Am Phl""ﬂ (-L)

e /2,17/
. *4 gyakori 8l¥almez{sok indor
20 fejeztekpen

Y 1 0ljdk, hogy a vivetie-
> fa végig a Bzliletéri-kihaldoas folyametok tulejdon—
Bagaival foglalkozunk,
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fa my jeldli e kiindulasi dllapotot, a kez dSfeltétel
Py (O} = 8, /2.18/ . azonossigok fﬁlhasznéléaéval /2.20/ egszeriibb alskba irhatd:
nym Chm . l
4 /2.16/ egyenlet s master egyenletelk olyan osztélyat 36“9(*‘ ] {{z 4)/\(2_)4—(_--4) z%)] Gm(ilz) sy
definidljse. inelynek elemei -egyszeriségik misit- sok ecetben .
1dhatdk, & megoldde 41tslibarn e shol &z Operator-fﬁggvényeket Taylor-sorukkal definifljuk.
ze¥iul is mege atok, A
eg 00 A 'folysmat az m &llapotbél indult, s ez megszoritaat je-
Gm(i,2)=Zan.mH]z S lent & G (tz) figgvényre a t=0 pillanatban. /2.18/ és
h=z=
: zeneritorfliggvény segiteégével torténik. He Gm(t‘z) -t vala- - /2.19/ alapjén
: z - ] |
: hogyan meghatdroztuk, skkor tehdt hatvdnysordns¥ egylitthetol G (o.z)=2 ‘ /2.2

definiiljdl sz eloszlisfliggvényt. Konnyen fiﬁléllithet;juk'a ge- Misrészt s Pn,m(t) normAltsdgibdl és g generdtorfligevény defi-
peritorfiiggvényre vonatkozd egywnletet. Szorozzuk be /2.16/- nicidjdbdél /2.19/ sz kbvetkezik, hogy

ot z"-nel és Boszegezzlink minden h -re:

: Cu (tia]=1 . /2.24/
o s 2 . - Lo s
QGM("HZL Z ()\ o EH..,-—)\.\ Zl'\ Pn,m)+ A Gm{t;z]l flggvény végill-is a /2.22/ parcidlis differen-
: 3t Praan - : cidlegyenletnek a fenti kezdeti-, ill. peremfeltételeket kie-
3 Z [ ZﬂF, ) ' 1égitd megoldisaként adddik.
! 4, nml] »
) /“""" M M 4 generdtorfliggvény ismerete nem csakezért lényeges, mert
4 4=y 111, ned—>n helvettesitéssél a zdrdjelekr elsd Sag- ‘leolvashatd beldle & keresett P,,',,,H) elogzlds, hanem azért
z n- .
; ig, mert segitségével egyes dtlagos mennyiségek ktzvetleniil
! jeit a‘clr'va _ _ ‘ ’ g g &Y g 9:{‘ g 2
] 4 _n . szdmolhatdk. Alkelmezzuk ugyenis a ('z.——- = ) . operd-
: 36altiz) ;) Z A2 P (1) pty TP /20207 - 82/ "\ "3 tn=
i ne—

tort a G...(‘tfl)-* definidld /2.19/ egyenletre. A /2.21/ a-
e - i iggvinyel Tayler-sorba i j
: Tegylk £8l, hogy .}"\ és py mint n filggveny - zonossidg slaepjdn r‘dgtiin kévetkezik, hogy

L N )
, fejthetfk: “ _ e 3 G (tiz
| SR o L <nf(e)> Z'. P - s - /2.25/
’ AmeAln= X7 e Nina Xnte ) pmpln)=plp e - 3(inz)
"o K ' - ami azért hasznos eredmény, mert lehetSvé teszi, hogy s mo~
L a] - . . ]
. 2_3_ Zen 2" és 27.32‘-_ 2 =n"z /2.21/ mentumokat derivdldsok segitedgével megkapjuk /végtelen sor
9z ' .
felYeozegzége helyett/,
1 G5, Te EO.""EDDH/ ekirar rend- . . . L L,
EH ggeiiﬁ‘}"’: Egélgiuég{:fzﬁztDgigmglbie memfm—s_lb.;,; Tell folvamodnl A G,.[t,z)fuggveny ill. 8 veldsziniiaégelonzlds meghatd-
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rozdsa még o sziiletési-kiheldsi folysmetokban sem mindig
Yennyli feladat. Ezért fontosak sokaz.or szok sz egyenletek,
melyelr *dzvetleniil e momentum?kra vonatkoznak, Levezetéslik s
wBvetkezd: Szorozzuk be a /2,167 mastler egyenletet n* -nai,

mejd & lehetséges dllapotokra torténb Gsszegezés utdn a

(5 <hK>"-’-‘-‘Z (A“-,q n’K P hen = k“ I"\kPnlM"'}'
dt

K
+Z("/-"nnk Pn."“ —l-/u,mn P"'H:"‘}
K
Bsszeflizgdsre jutunk. Mivel Z 0 Mot Proaym =L (neaY Xy Fom 1 8
hasonld dtelskitds alkelmazhatd a médpodik zdréjel utolad taeg-

jdban is, szt kapjuk, hogy

4 (oA = <[ kvt pen> o 7226/
di

4 fenti differenciflegyenlethes tartozd wezdeti feltétel /2.18/ .

alepidn: : )
< n“>| = m", /2.21/
t=0
Specidlisan 8 kw4 eset n 4tlagértékének vdltozdsit
irja le:
d<n> . . /2.28/
- =< Ap> «</.a.,.\> : <h>L_=o

& misodik momentumra sz adddik, hogy.

2
.é_a_f_é = <{2atd) 2pd ~<(2n-Apn> , <"2>h-a'm )

L Tentiek slepjdn e At = < niE)> ~ < n)>*  szdrdsnégyzetra

48 _ 7 Cn(hampan)) +{4-2<n2 ) SO HAE 2 prnd 3 /2.29/
dt

ehol e megfeleld kezdéfeltétel: afo)=0 .

=39~

4 /2.26/ egyenletek jelentSsége f6leg az un. linedris fo-

. lyematok esetében negy, vegyis akkor, smikor A, és Mn leg-

fﬁl;jébb' linedrisan fligg n -t51l. Ilyenkor ugﬁanis <ns esyen—
letében nem sze.repel k-ndl magasabb hatviny dtlagértéve, e-
zért a’ megoldds kbnnyen meghetdrozhatd, Nem-linesris n flig-
gés mellett bonyolult esatoldsu egyenletrendszert kapunk,

mely csak ktzelitésekkel oldhatd meg,

Erdemes megjegyeszhi, hogy a vArhetd éxtékekre Seszetettebb
folyamatok emetén is f6lirhaték rendszerint s megfeleld egyen-
lete¥x. Ilyen tipusu mega a Boltzmann-egyenlet is. /L.: Fiigze-
1ék/, B tovdbbi példdket ldtunk mejd & kéadbbli fejeztekben
/70,9 /. _

Térjink most &6 s ssliletési-kihaldei folyametok staciond-
rlug 4llapotainak vizegdilatdrs, A P: eloszlds k¥zvetlen meghs-
térozdgdnek egylk mddja az, hogy a generdtorfiiggvényre vonat-
kozé /2.22/ egyenlet 1d8t561 figg.etlen megolddsit keresslk a
/2.24/ feltétel mellett, Az igy edddd kbztnséges differencifl-
egyenlet megolddsdt hatvé.nysorb'a fejtve l_eolvashaték 8 P:
értékek, ] |

A& mdsik eljdrds a /2.16/ master egyenletbSl indul ¥i.
Valssszunk ki egy tetszllezes n .értéket, maja adjut Gmsze mind-

azokat az egyenleteket, melyek baloldaldn sz n -nél kisebb

. indexii 411lepotokhoz tartozd valdsziniisézek dilnek., A jobbol-

.dali tagok ~kettd kivételével— rendre kiejtik egymist, ezért

8 staciondriues megolddsrs fenndll, hogy bdrmelyik n -re
3 L3

Mooy Paca =ppn b« , /2.30/
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Eredményiink azt mutatja, hogy a sziiletési-kiheldsi folyamatok
165t5l filgzetlen megolddsal eleget tesznek s részletes egyen-
suly elvének /2.8/. /2.30/ t&bbezbri alvralmazdsa utdn szt
kapjuk, hogy

* o Mpeatnezeoe Ae * /2313/

P = B *, ha n>0 .
" M Mg 4 ¢ K
P /‘ﬂiﬁlﬁ._—f;; Py ,ha n<0 ,  /2.31b/
>‘ >‘n+4 -4
E3
ahol P -0t a normilédsi feltétel hatdrozzs meg:
e [4+Z (>‘°>“ i P cilinei B '/’"“‘”)]-4 /2.32/
* A M AT A X A ’

Ez Bz eljdrds s 2,3 fejezetben kivetett dltaldnos médszer
speciilis esetre torténd alkalmazdsidnek is tekinthets.
( L. pélasul /2.9/) _

A stacionérius megoldds szliletési-kihaldsi folyamatok e-
getén természetesen ugy is megkephatd, hogy =z 1d6flgsd megol-
dds hatdreloszldsdt képezzilk.

Irjuk le 2z 1. példdban vizsgdlt rddidaxtiv
preperitum bomldsdt tetszSleges hosszusdgn mérési ithartémok-
rat .

Jeltlje most h 8z elbomlatlanetomov szdmat, Az atomok
fligzetlensége miatt annak valoszmnuséve, hogy idGegység alatt
egy elbemlil /Jn=j\n,s t5bb homlde valdsziniiséze igen csekély.

4 folysmat mester egyenlete

P (8] = = An Ponlt)+ A (ne) Pranlt]

ghol N Jjoléll.a +t=0 pillanatban még aktiv atomok szamét.

Esetunkben a generétorfﬂggvényre vogatkozé /2.22/ egyen-
let igy alakul

8 Gy (t2) _ 3G, (=)
ot =Al- )T“

4 megolddst célezerii a Laplace-transzformalt segitségé;ei 6l

1 Gyloz)=z" G, (t4)=1

végezni. Legyen g, (s2) a G,[tz) fiuggvény 136 szerinti tiansz—

formaltja:

[on]
Su(ﬂlz)?it{e‘n(*‘z)] ‘f & Gyltz)dt . /2.33/
0

Az idé-derivalt Laplace-transzformaltja egyszeriien megadhetds

96 '
Ldﬁ}:q%(a,z)-GN(o,z) . /2.34/

Ezek falhasznhlasdval a kdvetkezd linedris egyenletre jutunk
/ 4 itt paraméter/ .

CER 4 2"

9z - A(d-—z] 8“2—'1\{4_2) ' 3N(°r4}-:—;" 3

melynek megoldésa
2" -2
%“@=JKEWEA T

4
/2.33/ alepjén nyilvéanvald, hogy a Dirac-delta: JYt—d) {a>0)
trapszforméljte  e-- , tehdt

=4 ~Aa ‘

L, {e°)= dle-o) . 12,35/

Bzt az Baszefliiggést hasznéljuk, émikor visszatériink az sredeti
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momentumoks
'Oy ftiggvényre: <nfey =Nt R
z .
-4 2™ ( A2 AL, ope
GN(i,z)mL,a{SN(a]z)} = fAfz'—q] J{t Alh 4] - alt) =Ne (4-9 ) .
4 .
A Dirac-delte alapvetd tulajdonséga, hogy tetszdleges g és{ Az &tlagérték megegyezik az  Nltls ~AN(¢) fenomenologi kus
Ceatin egyenlet megoldéséval, A a bomlési éllandé. A stochasztikus
Z o . , targyalésméd azonban. ennél lényegesen t5bb informaciét szol-
' 1 /2.386
J(S(ZQJTi-uﬂfﬁdf ETfW' 2= f () gdltat, mivel magat az eloszlésfilggvényt batérozza meg, e Ly~
2, _ _ nek segitaégévael tetszlleges varhaté érték kiszémplhato.
feltéve, hogy =z,<Zy ¢5 { (] beleesik a (2,2Zs) inter- .
L R

vallumba, Epnek segitségével a fenti integrél kdnnyen kiérté~

kelhetd, s eredményiil
N AR kAt g
I ) e =

N
GN(t,Z}::(A-“-Z)E-At]N:Z[k {8

k=0

edodik, amibbl rogtén leolvashatd & keresstt valésziniiségeloss~—.

AN At
fe s £ N <N
lés is 3 []f&—e ) e 1 n /2.36b/
PﬂfN[ = 0 b n>N
gult) ‘

4 ——— e - —— - -

nch
n=N o< nh<h

= T

Amennyiben a mérési id8 révid: At<«4 , nagy valésziniiséggel

csak N -hez kbzeli n értékeket taldlunk, s ilyenkor visz-
MN=n

e (v}  /(N-n} !

/14sé 1. példa/.

szakapjuk az Poigson-eloszlést,

abhol ~=AN

/2.25/ alepjén egyszeriien meghatarozhatdk az egyes

5. faladat

a./ a A=A (N-n} Y fn= pan

Mutassuk meg, hogy

Atmeneti valésziniiségekkel defi-
nidly sziiletési~kihalési folyamat stacilonirius mogoldésa
Bernoulli~-eloszlas

h N-n
A
p:=[§](f**75) (ﬂf_ﬁ) ) 05n<N . /2.37/

b./ An; s Mnw AN esetén pedig Poisson-eloszlas jellemzi a
staciondrins allapotot:

/2.38/

6. feladat

81 folyamat ({X\,=X,+V y Mn=pant8)  varhatd értékének és sné-

rasénak idéfiiggését, ha a’ rendszer a kezdé pillanatban az m

BatArozzuk meg 2 linecris 8ziilletési-kihald~

| dllapotban volt, Vizsgdljuk a specialis ese%eket!

oszlést az 5, feladatban szerapld két folyamatra!

Hetarozzuk meg az idofiiggt valésziniiségel-
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Tekintsiink egy nem elfgazd vrdidakiiv bome
lisi sort, & vissgilt stom /0. 41lepot/ Nidbegységre esd va-
idsziniisézgel slavkul 4t egy misil atommd /1. 21llapot/. Bz A,
velésziniindzgel bomliv tovibb, stb, 2z N bomlis utdn létrejott
atos /N, £1llepot/ mir stebil. Bizoryitsu» be, hogy mivel min-
der bomldsi d1landd pozitiv a./ Polt) monoton csdtien O-re,
b./o<n<N esetén P o{i] e18bb nd, epy %, pilleretbesn maxi-
mumsi ér el, mejd lecaBien O;ra, és t,<b,cl <ty

¢./ Pnolt) monoton nd, s hatdrértivben 1-hez tant,

sz I. tdblézstben / 52- 53. olial/ Ysszefozleljuvr g li-

nedris szliletési-kihaldai folyemstokre vonetiozd eredményetvet,

-

2.5 Xorlitozott folyamatoyr

Zddig semmiféle korldtozdst nem vezettink be s suziiletési-
¥ihelési folyam'tov dllzpotterében, n teiszllepes egész zém-
lehatett. A, €5 An megaddsa mégis sok esetben természetes
wonlitozist jelent: ﬁl.,ha AnE AN, Mnm M gldeor ag n=0 41
lapot elérése uvdn ledll a Ffolyamst, 2z n=0 un, nyeld /sbszor-
beélé/éllanot; rmisrészt, he A =N N-n) Mam N, ekkor a rend-

gzer nex juthet el negetiv 111, N -nél nagyobb indextii d4ilspot-

bz, 27 n=0 ill, neN dllapatokrdl mintegy visszeversdik a fo-

lyemat, Mindeszel ezZonber belsd korlitozdsek voltak,

iost ezl vizsgdljuk, hogyan vehetdk fimyelembe a kiilsd

. =45-

'kényszerek vagyis hogyan irhaéé le a nyelﬁ i11. visszaverd
. /reflektélé/ 41llapotok hatésa a folyamatra, he ezen speciélis

éllapotnk nem a fent emlitaett természetes korlatozashdél adédnak

A kényszarfgltétalek mindig megadhaték ugy, hogy = spaci-
&lis 4llapotokhoz tartozd étmeneti valbsziniségokoet alkalmas
modon vélasztjuk meg / nyeld esetén példaul mindkettdt nullé-
nak/, ehelyatt. azonban célszeri a - Pomlt) foltételes valészi-
niiségekre vonatkozé perem-feliételeket megkerasni és A, -et
és My=et tovébbra is analitikus fﬁggﬁényﬁak tekinteni annak
érdekében, hoéy a.genarétorfﬁggvényre vonatkozé egyeniﬂtet
hasznilhassuk.

Vizsgédljuk elSszdr azt az esetet, amikor & felssé u Alla-

- pot nyeld. Onnét nem lehetséges tovébblépés, az u-4 all&pot- ’

ra vonatkozé egyonlet ezért )
PU-(.M ({}:—' Au-; Pu-:'m(‘b) — {/J-u_,‘A"' )\u_4 ) Pu..,!im ({) .

Ehelyett formAlisan azt is irhatjuk, hogy

Pam(t)=0 -, : /2.39/
5 8 /2.16/ master egyenlet n<u -ra ezen hetarfeltétel mellett
0ldandé meg. Természetesen ilyenkor wm(i) mAr nem tekint-
hetd az u éllaggfban levés valésziniiségének. Az utébbi
mennyiséget 4-2;; Pa,en(t) =adja meg. A forditott master

ogyonlethez tartozd peremfeltétel

Pultl=0 /2401

minden n€u -re, hiszen a nyeld &llapotbél indulvae sehova
sem juthat el a rendszer. Ha slaé 4llapot az abszorbedld, ak-
kor a hatérfeltételek értelemszeriien médosulnak,




T

il Rt AT e

o

Ha a fels8 u é&llapot most visszaverd, akkor onnét csak
hdtra lépés tirténhet, tehdt \~0 és Puum=0 , ezért a /2.16/
egyenletrendszer legutolséd tagja igy modosuls

F-‘u_‘lm({) = )\u-l PU"Z]"\({’) _— (‘}"-u-q -+ X“..‘) Pu.q lm(t) 3 /2¢ 'q‘l/

a forditost master egyenlethen pedig a kﬁvetke;é feltétel tel-
jesiil:

én,u H‘-) = Mou Pn.u-#“‘) W aal P"‘l“ . /2.42/

Hasonléan jarhaturnk el, ha alséd 4llspot a visczavers,

Ha az &llapotteret két speeidlis allepot hatérclja, akkor
két kiilonbdzé hatérfeltételi egyenletet kell figvelembe venni,
& 2. példaben szerepld kétallapotu rendszer példaul ugr is te-
kinthetd, mint két czomszédos visszavers fal kizbtt végbemend
folyamat. ) _

Eorlatozott folyamatok esetén e R, .[(i)elosziasfiiggvény

meghatirozasénak egyik médja az, hogy ismeretlen d,, segéd-
mennyiségeket vezetipk be, s formalisan a
Pamio) = d,, 1 n<l , n>u /2.43/

kezdéfeltételt hasznadljuk a szokasos
Phlh(o)z d-n,\-n
felsétel mellets (/2,24/-ot most nem kbveteljik mog). u és |

4 Lsn=u
a specidlis 4llapotokat jeldli /az egyik ecetleg kitoladhat
a végtelonbe/. Bzek utédn megolidjuk a /2.22/ egvenletet., A G,
generédtorfiggveny azonban most tartalmazni fogja a d, meny-
nyisegeket, melyeket végiil ugy vélasztunk meg, hogy a an

valésziniliségekre kirdott peremfeltéteiek teljesiiljensk.
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t« példa) Hatarozzuk Weg azon Bzliletési~kihalagi folyamat

. valészintiségeloszlasay, melyre A=v s u,=%, a,/ha nem vaze

tiink be’ semmilyen korlétozést, b./ ha azn-p dllapot nyels ég
m>o.

A ganeriﬁgrffffvényt megha tdrozé dirferenciélegyenlet
" (]
T = [{;“4)‘3 +('% "‘4)3] G,,l (tlz) .

Ennek megoldéss azonnal £ 51lirhaté:

Gm (tiz)-{";{z)eh(v*g]t e{vz +3f2)+’ . /2.4'4/

a./ Ha semmilyen kényszer nincs eléirva, akkor a kezdeti 111,
batérfeltétel  G-re /2,235.04/

G loz}=2" , G, (t,4)=4 ,
fn(z1=2" | Pl4) meghatérozasa sndekeban fel kell
haszndlnunk g kévatkezs azonossgagot

ezért

b o0 ’
ax+ g K '
e = {ab Jg o
k‘rY‘_-‘oﬂ Ik (1 a ) o X 3 /2a45/
abol [ (x) 2z un. médositott Bessel-fiiggvény /az Xyt axy' -
- {x*+nt)y=0

egyenlet analitikus meguldésa/, /2.45/ alapjén
az eloszlas

{a) g_ﬁm—-( $ l
P"H“"('U-{-‘Si) € e Ih—m(ztm) .

b./ Az origébeli nyeld esetén /2.43/ miatt a
kozé kezdeti feltétel

G loz)=2m 4 f d,z" ,

neg

Ga-re vonat.

Amint az Altalénos /2.44/ alakhsl leolvashats ez meg kell
egyezzen az  {,(2) fiiggvénnyel. sorfejtés elvégzése utan

h~m n+)
.

a3 5 =
Gm(t‘z)‘= e D:Z_-Lzh [Iu-n(ltﬁs_)(%)_z- + ; d_j IMJ (21-%)(%’)_17
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Az éloszlésfﬁggvényre érvényes /2,39/ peremfeltétel szerint
P [t)=0 . A 2° egylitthatéja ezért el kell tlnjdn CGa-ben,
emiti T . ,
ami csak ugy valdsulhat meg, ha

v -m
dy=-dim(F) 4
hiszen [ {x)= L, (x) .d_j-% behalyestesitve régtdn leolvas-

katé, hogy - )
o (0T & [T T, aeF8] /20

" " fd el
Amennyiben a nyeld az u indexil 4llapot, a szogletes zéaroje

ben a masodik tag L., .l852.

Mindez jol mutatja, hogy & specidlis allapot jalan}étében
létrejové eloszlas milyen lényegesen kiildnbdzik a korlétozgt-
lan folyamatra vomatkozd megoldéatél..Kﬁlﬁnasen érdekas az az-
eset amikor az elfre, -ill. hatralépés valészinpliségel egyforu
mak (¥=%), ilyenkor ugyanis az u &llapotban 1évd nyeld ko~
vetkeztében olyan eloszlés alakﬁl ki, mely & korlatozatlan
folyamathoz ill, anpak u -ra vett Giikdriképéhez tartozd megolda-

sok kiildnbsége

{e] {o}
Pam (8= Pom(£) = Pau-mit) .
Grafikusan: .
Bt | B2
Fabs
Pl

; n
2u-m d m

pszintiség Ogy dszer t
valosziniisége, hogy a ren
ahol P,l,,u-“?; Pt} anpak a ,

146 mulva az u indexli nyeld &llapotha Jjut.
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_, . feladet| Vizsgdljuk a tiszta sziiletisi folyamatot

O ptys 0y An tetszdleges), ha az N 41lepot nyelsd, s s kezdd &1 ;
lapot m<N. Répezziik 8z N-;oa hatdrértéxet '

» 5 edjuk meg, milyen
feltételek mellett lesz 2. Pom(t! egynél kiseb.
ARem

2.7 Az eled elérds ideje

A Pom(t) elossldson és nyomatékein kiviil mis mennyisdgel

is bevezethetdk, melyek lényeges informicidt szolgdltatnak a

rendszerrél, Az egyik legfontossbb az elsd elérés ideje ill,
az ehhez tartozd valdsziniiségeloszlds, Jeldlje F,, (tlat annav
8 valdsziniiségét, hogy & rendszer m -bsl indulva ¢ és taal
k8z8tt eldszbr érd el az N #1lapotot, Az elss elédrés ideje

az sz dtlagos 143, smely alatt a folyamat eldszsr jut az N
dllapotba:

oo ‘ .
Tum =]  Fry @)t .  2aw
0

Az dltaldnos Baszefligpéds Fhﬂn(f) éa Pam{t) wtzstt a
XBvetkezd: ' :
t

pn'm(f};f Frym (£-T) Pun (B} T -, meN<n . /2,487
]

hiszen ahhoz, hogy a rendszer az n d1lapotba keriljén, eld-

szbr el ¥ell érnie a kozbensS /tetazdleges/ N dllspotot, még-

 hozzd t-7 444 alatt, majg éz&tén T ideje ven arra, hogy /nem

feltétlenll eldsztr/ eljusson n ~be. Az toszes lehetsdges T

értékre teszegezni kell. A fenti konvelucids Baszefiizgés a

Laplace-transzformiltatra egyszerli szorzdsi kapesolatot jelent,
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Vizeziljur most azt sz esetet, emikor a felad wu dlla-
set nyeld és mds korlitozds nemr 411 Tenn. Ahhoz, hozy a read-
szer u-1 eldszdr /e s¥kkor utoljdre is/ t+at -ben érje el
szifkséges, hogy t 148 elatt eljusson u-4-be, s onnét azutdn

elire lépjen s fennmeradd at idében. Ilyenkor tehdt

Fu‘rnH-) atw Pu-q,m(t) )\u-4 at /2.49/
Hz 8 Pigm ~re vonatkozé forditott mester egyenletet /2.17/
Au-, ~Eyel beszorozzulk, szt ldtjux, hogy Emn is kilelégiti az

egyenletet:
é‘u,m ( t) = Am Fu.md-& t{} - {/Uvm“‘ >‘m) Fu.rn ('k)‘i’ﬂm Fu‘rnd( [t] T /2 . 50/
m<u, /2,187 slapjin s kezdeti feltétel

Fu.rn(G] = J"‘l“"* . /2»51/

L perenfeltétel .
Foultl=z0 /2.52/

nigzen, ke U -b6l indul & folyemst, végig ott is marsd. Ia

Pnm —etl nem igmernénk, & fenti egyenletek akkor ;s egyértel-
miien neghatdrozzilk F.m -2t.

mekintsi most & korlitozds nélkiili folyamatot és keresT
efiv az N>m dllapot elsd elérési idejénev eloszlisfliggvényet.
Znnel meghatirozdsa szempontjibdl léayegtelen mi torténiv N
eldrése utdn. Lz elsd elérés ideje ugyanakiore tehdi, mint sk-
wor, ha N nyeld dliespot & /2.50-32/ egrvenletey ezért az u=N

helyettesitéssel korlstozetlan folyamairs is megsdidk az elsd

ct

elérés idejét.
e most vorlitozott folysmetot vizsgdlunk, sz N fulutt el-

nelyezkedd specidlis dllspot az elsd elérés ideje szemponija-

=51

—, b4l lényegtelen, az m alattl speciélis Allapot (1) hatésa

- viszont megfeleld peremfoltéielelkel veends figyelembe, Ha |

nyeléd
Fl‘l ltlI=0 1 /2.53/
ha padig | visszaverd, akkor '
FE‘N.L (t)= A FN|1+4 {t)— AL FNJ' {t) , /2.548/

. hiszen =0
Az egysnletek megéldéaa_ranﬂszerint a Laplace-transzfor-
milds segitségével torténilk (1ésd: 10.2 fajezet). l
5. példaj A Poisson-folyamat elsd elérési ideje  Mivel

csak eldérelépés lehetséges a Pom ©loszléasfiiggvsny nem fiigg

att61l, hogy N nyels vagy kdzdnséges allapot, amig n<N-.
Ezért hasznélhatjuk /2.49/et, igy

_ Fam ()= P 8D X |
ahol R, & Poisson-folyemat /2.14/ feltételes valosziniisége,

Valssszuk a kiinduldsi éllapotot  O-nak, ekkor
e—).t ()d‘.)ﬂ-d

Frtl=—mr— * -
Az 8lérés ideje(l./2.47/)
e N
4 4 TR M dx o
Tho = N4 Je x dx PO

¢ -
amint az szemléletesen is varhats, hiszen X 8gy lépés At~
lagos idétartama. Az elst elérés idejének szérdsire N[yt adé-~

Cdik,

10, feladat

alatt a réadidsktiv prepardtum aktiv atomjainek széra a kiip-

Batérozzuk meg azt sz atlegos iddt, amely

duldsi értek felére csdkken (L,: 3. példa)l
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2.8 A folytonos hatéreset

Amennyiben & folyamatot olyan széles tartoményban vizs-
géljuk, mely nagyon Bok kUildnb8z& Allapotot tartalmaz, sok-
szor célszerl attérni a diszkrét indeielésrﬁl folytonos véal~
tozokra, Ezt a sziiletési-kihaldsi folyamat esetében formé-
lisan a kivetkezbképpen tehetjik meg: Vezessiink be gy kis‘pa-
ramétert, h-%, molynek segitségével vl valésziniiségi val-
tozdt defipidlunk: xwnh. Eét szomszédos &llapot kbzbtti Atme-
net kivelkeztében x é&ppen h.—val valtozik (ax=h), vagyis
a fenti transzformécid az dllapottér Gsszezsugoritisit jelenti.
Apnak érdekében, hogy fiziksilag értelmes hatérétékhez jussunk
251 kell tételezniink, hogy az atmenati valcszinﬁségek értékei
fiigenek h ~t6l. Mikdzban tehat h =val nulléhoz tartunk,
winder h -nek megfelel egy sziiletési-kihalasi folyamat.

Tegyiik £81, hogy eklzben sz atmenetl valoaziniiségek ugy
valtoznak, hogy

h { 2a(h) —/lnchn= binh} + e(h) /2.55/

L Anlh) + g (]} = 65 (b} (b )

ahol blhh} ¢ #*nh) véges értékek, Ez & megszoritis szemlé-

/2.56/

letesan azt jelenti, hogy az iddegységre esd atlagos elmoz~
dulés /bl {1]. 4tlagos négyzetes elmozdulés / &x)/ a hatér-
értékben is véges. E két mennyiség megadidsa jellemzi majd
a folyamatot az eredeti k,ﬁ/*h adsbok helyett.
A P..(t) feltételes valésziniség helyett vezessik be a
P {xtly) je151ést, ahol y=mh , 4 /2.16/ master egyenlet

sk ] T

] gl e REREY g i

G5

" &trendezhetd a kévetkezd alakba

2 Plxtiy) . .
i =‘;‘:[(>‘n+4 +/«‘n+4}P‘X+h.'f:lS} -2 )\n-t/un) P(x,tig) +

+000t fine ) PUxehitg)] -0, o WPty ) Plxtly)-

-il{fkn-/un)P(x.ﬂf—_f)ﬂk,.-p,«#».)P(x—h,ijl'gﬂ .

A h—e0 hatéresetben a /2.55-56/ feltételek felhasznélisi-
val megkapjuk zzt = differencidlegyenletet, mely a foiytonos
dliapottarii folyamat valdsziniiségeloszlasit hatérozze meg:
JP{xtly) ? 4 rea
CANLILL LAV RV T-TH +3 2= 6% (x t
=3 ax[ {xtiy)] 33 LI Plxtty )]

Ez eppen a Fokker-Planck~egyenlet.

A forditott master egyenlethsl ugyanezen feltételek mei-
lett a forditott Fokker-Planck-sgyenlet adoédilk:

3 P{xttyl _ IP(xtlyl L, PPlxtly)
—-—a—€-—-—-— b[g)—ag'——-kie(g]——agi—. "

4 kezdetl feltétel /2,18/ kivetkezményeként mindkét egyenlat—

= Lim Plxply)= I (xmyl .
4 fenti szirmaztatds mutatja, hoqudiszkrét Markov—fou
lyematok bizonyos feltételek mellett a folytonos hatéreset-
ben diffuzids folyamatnak tekinthetdk.
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3. Diffuzidés folvamatok

3.1 A Pokker-Planck— ezvenlet

4 diffuzilis folyamatokat, mint a Earkov-folyamatok egyik

ogztélydt, az 1.4 fejezetben az

A =ble )2 4 det(x) 2 .
AT I Ay /3.1/

infinitezimadlis operdtorok segiteépgével definiéltuk.‘Megmu—
tattuk, hogy = diffuziés folyamat egydimenzids eloszlasdnak
és 4tmeneti valédasziniiségének slirtiségfligsvinyei kielégitik az

un. Fokker-Planck— epgyenletet:

2

aP(xt) 9 13 (.
T (b(x&)P{xn‘.D-i-la = (U {x,) P(x;t)) . /3.2/

Természetes hatérfeltételekkel dolgozunk, azaz megkéveteljtk,
kogy /3.2/ megolddsai kielégitsék n
Litn P(x.{:):ﬂ /3.3/
x—rtoo . )
feltételeket, '
A Plxilx't') atmeneti valésziniiség alapmegoldédsa a Foklker-
-Planck egyenletndk a _ -
Lim P(xtIx¥) = & (x-x) ‘ /3.4/
t->¥
kezdeti feltétel mellett, Ezenkivitl Plxtlx't') » Dint x' fiigg~

- vénye, alepmegoldésa az /1.61/ forditott egyenlatnek is,

Mivel a valészinliségeloszlésok norméltak, a
OO0
JPixt) dx
-0

“integral "mozgésallandé™, s igy a siiriiségfilgegvények 1d8beli
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?_P_(X_’E)-n bl 'sa—' 3’(\‘.,{.3

at /3.5/

alaku mérlegeczyenlet irja le. A Fokker-Planck— egyenlettel

5sezehasoniitva, a F valészipiisépi ramsiirlisep

- & LDP ’ /3-6/
F ’ (b- gﬁ)P 2_ G 3% .

L valbszinllségi Aramsiiviiség ¥if:jezése ket tagbdl 4ll. Az
elsé tag, a "konvektiv" Aramsiiriiség vagy drift, a valoszinl-~
ségli slriiség b- 5%% sehessépaloszlassal jellemzett dramléd—
sét irje le. A zésodik tag & diffuzids Aramsiiriiség, aml a
folyamatot a kiegyenlitddés felé jgyekszik kbzeliteni.

Ha 6* (=0 , & Giffuzids Arsnsiiriiség eltlinik és &
valésziniiségi siriség fejlddése olyan, mint esy folradék &-
raplasz. Az atmeneti valoszinliség jlyepkor semmi véletlen
elemet nem tartalmaz, mindig egyetlen poavon vam toncentrél-
va /1d. 14. feladat/,

Bar altaliban egydirenzios Giffuziés folyamatoxkkal fog-

1glkozunk, célszerii most felirrel a d-dipenzids diffuzidés fo-

1vomatok infinitezimalis operatorait &5 a rajuk vonatkozd
~ » 4
Folker-Planck— egyenletet. 4 d-dipenziés folyamat értékkész-

lete a d-dimenzids euklideszi tér pontjal:

L= (X, Xy oo XX}, /3.7/

Az 1nf191tezimalis operatorok alakja

&;ththx+¢,;,mtmthhaﬁ) /3.8/

ghol Dii(x,t) nem-negetiv definit matrix. 4 Foklker-Planck—

, 5 e AR ciotg ey

=50

agyenlet 1gy wdédosuls

aP{x ‘E) =—Z

e (b,-(a.t)Pté.e)) Z -—(D,J(xup ) . /'379/

i=4 .3 *.1=4
Az ebbgn a fejezﬁben oldforduléd, egydimenzidés folyamatokra
vonatlozd Sesrmefliggések &ltaldban e fentiekhez hasonléd, ‘egy-
szerli formalis lépésekkel Altaldnosithatdk a d-dimenzids
diffuziés folyamatokra.

A /3,2/ Fokkex-Planck— egyenlet segitségével mas hatdr-
feltételek mellett is definidlhatunk Markov-folyamatokat, Pél-
danl az origéﬁan aihalyezatt visggaver6 vagy nysld fallal a .

folyamatot a pozitiv félegyenasre‘korlétozhatjuk. Ekkor a hd-
térfeltétolek a kivetkezbk lasznel:

}od)=0

s /visszaverd fal/, /3.10a/
Plotl=o /nyels fal/. /3.10b/

11, feladat Hatérozzuk meg a Fokker-Planck— egyen-

let megolddsait a &'ix1t)s0 esetben sun. drift-foljamat;/!

12, feladat| - Vezessiik le & diffuziés folysmat ¢x"{t])

momentumainak idébeli fejl8dését leird egyenleteket!
13. feladat| Igazoljuk, hogy a visszaverd vagy nyeld
fallal korlatozott folyasmat esetében a Fokker-Planck— egysn-

let megoldésainak a /3.10a/ 1l1l. /3.10b/ hatarfeltételeket
kell klelégiteniiik!

14, feladat Bizonyitsuk be, hogy az e1sé elérés ide-

jének Flxtly) eloszlasa kielégiti az /1,63/ forditobt egyen—




—60—

letet: , ( )
o k3
BF(X.HB) = blu) oF [x.tly) +iGz(3) F xz 4 ’ /3.1la/
ay Y dy : 9y
ég o kdvetkezd kezdeti ill. hatérfeltételeket:
F(x.olg):&(x—g) \ . /3.11b/
Flxtlx)= 8t , _ © o /3.11¢/

3,2 A ndveknénvyek eloszlésa

Hz az x(f)E&rkov—foléamat értéke a t idépontban régzitett,
x(F)=x' | axkor alt't! intervallucban elért nﬁvekményﬁ fiigzet-
len a korabbi eseméryelktdl, és eloszlasét a P(xi\x?f) atmene-
ti valdsziniliség irja le.

4 diffuzids fblyamat néveku.ényének eloszlésat rdvid i~
d8kre az infinitezimills operdtorok segitségével hatdrozhat-
juk zeg.

: Az /L.34/ és /1.44/ bsszefiiggések szerint az [(x{f*sg
véletlen valtozd feltétales véarhaté értéke igy irhato:

_f,[{xJP(x;Hslx‘.de‘ TON Al s + o) . /3.12/
A aiffuziés folyzmat ecetében

A{.[(x')=b(x'.f)f(#)+—;‘_-61(x'd:)f(x‘) . /3.13/

A nBvekmények momentumainek szémitdsa céljabol alkalmazzuk e-

n .
—x = ...} fliggvenyek-
zeket az Bsszeflipméseket & -I{x\zfx <) (h H2y-.) Llggviny

re, Azt kapjuk, hogy

W ot

L syl bl B i e

—6l-

blxXt}s + o(s)

neq,
'. J.(x—x‘\hpfx,iﬂ)x'.t)dx: G&{x',t)a-r erls) | n=2, /3,147
' o (s) ’ ‘ n>1,

Foxditva is igaz: ha oy Markov-folyamat nﬁvekményeiﬁek

momentumal eleget tesznek a /3.14/ Gaszefliggéseknek, akkor a
¥arkov-folyamat diffuzisds folyamat, Lsgyan ugyanis {(x}legalébb
kétszer folytonosan differencidlhats figgveny. Akkor

I

j [-[(x)— [ IX'I] Plxtesixit)dy = |
I

= [{F 0Nl e &4 B P sl 4] e

.= I'(x'] b(x"i)s+-;-.-£'[x') FH(x" ) s+ &(s) )

amibdl a diffuzids folyamatot jellemzd /3,13/ Beszefliggés ki-
vetkezik., A ndvekmények momentumai a kunulénsokat iz meghata-

Tozzik. Mivel két vagy t5bb momentum szorzata mar legfdljebb

ols) nagységrendi, /1.12/ értelmében 'a momentumok és a kumuldn-

sok B(s]nagységrendu mennyiségektsl eltekintve megagyeznek,
1(1,, = m_ + ols) ) : /3.15/
Ha az G{S)nagységrendﬁ mennyiségeket elhagyjuk, a névek-
mények winden kettbnél ﬁagasabb rendl kumulansa eltlinik, tehét

& nivekmények sloszléss Gauss-~eloszlés;:

\ [x=x'— b(x',{)s]?
Platrslod) n ot~ 25 (R8s

e : . /3.16/
\ﬁ'ﬂ‘ Bl t)s

4 diffuziés folyamat ndvekményének varhaté értéke és szo-
résa eltinik, ha a vizsgélt inbervallum hossza O-hoz tart.

Bzért a diffuziés folyamat trajektéridl majdneo mind folyto-
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nosék.
Ezzel szemben a trajektoridk sehol sem differencislhatoak,

%zt & kévetkezs médon mutathatjuk weg. Vizsgdljuk az (x—xﬂ/s
differenciahinyados eloszlasat, /3, 14/~b61l leolvashaté, hogy
a differenciadlhényados varhaté értéke vépes,

lim § Cxmx>=bldEl

5> 0
de szdrédsa divergdl:

G o\ t)

%<(xnx‘)i>:_.___g_.__——-’,oo

Ez azt jelenti, hogy tetszdleges korlatos intervallumot te-
rintve a differencishényados ¢rtéke az 5 —>0 hataresetben 4
valészinﬁséggel az-intervallumon kiviilre esik. /ld.,a 15, fe-

ladatot/

3.3 A Wiener—folyamat

A Viigner-folyamat az
2

40 ‘
A'EDE—; D)O, /3.1%/

H
infiniteziwalis operatorral definialt homogén diffuzids fo-
lyamat. Az Adtmeneti valéssiniiséget wmeghatarozd
2P _ D 3P
2t 2 8 xt y
egyenletet Fouriar-médszerrel oldjuk meg. Az é&tmeneti valédszi-

/3.18/

niiség + 6o

$ly.t .§ fP(x%lx) e dx /3.19/

—~ 00

gbéba vald tolishval minden,

Fouriarwtranszforméltja, aml egyben az Atmeneti valéazinﬁség

. karakterisztikus Tiigovénye, kielégiti a

3¢ _ D 2
33 5 ¢ /3.20/
kzdnedgas differenciélegyenletet /3 4/ értelmdben a kezdg-
ti feltétel: ’
. ¥
Ply,0)=e'9™ /3.21/

4 /3,20/ egyenletnek a F3.21/ kezdeti feltétels kielégitb
megoldésa

. [}
4] = 'H"‘gs’*
¢y, tl=e . _ /3.227

EbbsL Fuurier—ﬁranszforméciév&l kapjuk meg az 4tmeneti va-

léswiniiségat:
+o0 - i -k~ﬂf
Plaglole & [ dy dlyne™v* A [
' Y W & = . :
zm;,; = e /3.23/

A Wiener-folyamat nidvekménye tehdt normalis eloszlésu, az

eloszlés fﬁggetlen a kezdeti feltételtol A nbvekméry varha-
t6 értéke nulls, széréasa VDt
Jeldlje witl 2 wlol=o feltetelnsk eleget sovs {t=0-

ben az origéra koncentrilt eloszlésu) Viener folyamatot, amely
ra D 1 . A t-

Dt valtozdcserével és g kezdépontnak az ori-

 kezdethen egy pontra komcentralt

-re vezethetd vissza. A wilts)-\wls) fo.
lyamat(s r63zitatt,t>0)

Wiener-folyamat wit)

w(1)-vel azeros tulajdonségu
Wiener-folyamat., /3.23/-bél kivetkezik, hogy
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<wlt)>=0 /3.24/
<o) = ¢ /3.25/

4 Wiener-folyemat korrelacics tiiggvényét egyszeriien kiszamit-
natjuk, he figyelembe vesszik, hogy ndvekményei az egymést kb~

vetd 1ntervallumokban fiiggetlenak:

{Boottd=vat ] (12 = Koo )l sh> = < wvls)* >= 0 ,t>s. /3.26/

Ebbsl, /3.25/ felhaszpalésdval, azt kapjuk, hogy

e} wls)> = min(ys) /3.27/

Szamitsuk ki anpnak valdsziniliségét, hogy

\K’(tJ < C
"1?" .

Vizsgiljuk.meg a + —>0 hatéresetet!

15, feladat

3.4 Az Ornstein-Uhlenbeck—7Folyamat

Az Ornstein-Unlenbeck— folyamat homogén diffuzibs fo-

lyampat, melyre

bix)==-X*x 3 /3.28/
A folyamat atmepeti valésziniisége a
o
LI WA 9 +__D.._—? /3.30/

3t Gx

differencidlegyenlet alapmegolddsa. Az atmeneti valdszinpliség -

Fourier~transzforméltja, & @(5;ﬂ karakterisztikus fiiggvény,

megoldésa az

o
f

@
ar

m:—)ﬂj

- -24'¢

@
3]

/3.31/

] S, SRR b S vos -

65~

egyenletnek &

$ly.0)~ eV

/3.32/
kezdetl feltétellel. A /3.31/ sgyenletot a z= yet rj
valtozd beverzetésével kbzlnséges differencidlegycnletra ve-
zathetjik viseza,

Legyan
Yizt)l= ¢ (ze™ 1) | /3.33/ |
Ekkoz
Y  p_1 zat
a+ 1?' e 1 /3.34/
iz xt
‘E’(Z,O)"-‘ o . /3-35/

A /3.34/ egyenletnok a /3.35/ kezdeti faltételt kielépits

megoldasa
g Do ot
- -4
Yzl o T ( )

N /3.36/
helysttesitéss=al kapjuk nmeg az Atmeneti
valészinliség karakterisztilus Liggvényét:

Y .- ~1xt
Plyit)= expliy ™ x-»—-'('f e )31}_ /3.37/
A Fourier~transzformalis elvégzése utan, az Ornstein-TUhlen-

beck— folyamat Atmeneti valésziniisége

4 (x= ' &)}
Plxthe) e e xp{- 22— /3.38/
12 )
N
NI _El; ~Lht
ViR (4. &) /3.39/

_/3.58/ Gauss-eloszlés, amelynak varhatd értike és szorisa

idében valtozilk:

-3t
<x(t)>=x'e" ,

<xWty= < x>t V).

/3.40/
7341/
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Az Atmeneti valésziniiség t—»es-re az x' kezdeti fel-

tételtsl figgetlen lesz:
ax?

N -y
Lim Plxtle)eld e
t-roo "D

Az /1.2/ fejeretben mondottak szerint ebbdl az kdvetkezik,

= P¥(x) /3.42/

bogy az Ornstein-Uhlenbeck— folyamai ergodikus, azaz egydimen-—
zios sloszléss —a /3.30/ egyenlet megoldésa— & —> 0 ~TE
tetszéleges kezdeti eloszléds esetén a P*(x} hatéireloszléshoz
tart. P*(x} epyben stacionarius mwegoldésa a /3.30/ egyenlet-
nel,

Ha kezdeti eloszlismak P (X} —et véalacztjuk, megkapjuk a
stacioniérins Orastein-Uhlenbeck-— folyamatot, amely egyben
példa a staclondrius Gauss-folyamatre is.

Mogt kiszémitjuk a stacionérius,Ornstein~UhlenbecR-fo-

lyamat korrelAcids figgvényét., Definicié szerint

T

ci}=< x('b)x(0}>=[xxi B (xt;x g)dxdx, /3.43/
Kartov-folyamatrdl lévén sz,
Py (x, t;xto) = P{x, #x) p*(x) . /5.44/

Ezutan a /3.38/ és /3.42/ bsszefiiggések felhaszndléasaval az

integralés /3.43/-ban kinnyen elvégezhetd, &5 a korrelaciés
figgvényre

D Al

- — /3.45/
Cit) T

adédik, Eszerint a etacionérius Ornstein-Unlenbeck folyanat-~
ban két esemény k6zOtt csek akkor van lényeges korreldci¢d, ha

a kbeklik eltelt idd kisebb mint 4fA.

e

GG

16. feladat| a) Hatérozzuk meg annak s diffuzids folya~

" matnak az Atmeneti valészinliségét, amelyre beE'Y és

Hx)= &2 b)Hogyan médosul az Atmeneti valésziniiség, ha a fo-
lyamatot a B>0 ypontba elhelyezett nyeldvel az x<B tapto-
nényrs korlatozzuk?

17. feladat Mutassuk meg, hogy az Ornstein-Uhlenbeck-

~folyamat varhatéd értékét és korrelécids figgvényét tetszdle-

ges kezdeti eloszlés esetén a kivetkezd kifejezések adjak
meg:
~2t
< x> = < x{o)> e

3

/3.88/

WD N-#
k‘!'{(ht] - 2X e'

118, feladat

Uhlenbeck folyamat. Mutassuk meg, hogy az
' 1

Ylt) = f x{stds
D
folyamat nem Markov-folyamat!

19, feladat Mutassuk meg, hogy ez el826 feladatban

definialt yl(t) folyamat korreléciés fiiggvénye:

~a (et} 2 . '.D
te [<x(01 >-<x(o)>—ﬁ C /3,40

Legyen x(t} a staciondrius Ornstein-

/3.48/

kg (18 = < ylE)ay(8) > =

; —Alt-t —at =t
= % I"nl'n('k.{')—-% (e - -g /3.49/

2.5 A fehér zaj és a Lanpevin-ezvenlet

Fohér zajon Altalédban olyan staclondrius Gauss-folyama-

——y
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0

ﬁot ért.nk, amelynek varhaté értéke nulla, spektrélis siiriisé-
ge pedig &llandd, melynek értekét az éltalenossig megszorité-
s pélikfil most 1/:® -—nek vélasztjuk.

Jelslje a fehér zajt §(t) . Ekkor tehat

< Htyr=0 /3.50/
ée -
1 —~jwt __:[_. /3.51/
=_— | ¢clt]le dt =
fleol a’ J T

vivel a fehér zaj Gauss-folyamat, kettdnél magasebb rendl

rumelancai eltiinpek, Korreléeiods fiiggvénye, /3.51/=b61,
Cltj=< §(B) §lol> = §(t) . /3.52/

4 fenér zaj spekiruméban minden frekvencia azonos sullyal sze-

H

epel, innen ered a "fehér" jelzd.
Vizsgéljuk most az
[ (s ds - /3.53/
o = = s
véletlsn felvamatot. Konnyen belathatjuk, hogy az igy definpi~
41t folyamat Geuss-folyamat, mivel kettdnél mwagasabb rendi

rumilansai mingd eltiinnak. Tovabbé

t
t B
< [ewdsd>= [<gtayds=0 /3.54/
9 g .
&s /3,52/ folhasznéléséval,
t 5
¢ [§lurdu [ fvidvD>= min(t,5) . /3.55/
< o]

®5lidénve a /3.24/ &s /3.27/ bsszeflzgésekst, a /3.53/=ban
definislt folyamatod a wi(t) Wiener-folyamatbal azonositjok?

1 .
wit)= | flshds /3.56/
L+

vegy differencidlis forméban,

i M, - i s s e ‘ fg\‘jﬂ‘}ﬁ

-71-

dwit)» §(1} dt. /3.57/

- Eszerint a §(t) fehér zaj trajektériai a wit)Vienar-folya—

mat trajektériéinak derivaltjai, vagy réviden, a fehér zaj
& Wiener-folyamat darivéltja;

Latbuk azonban a /3.2 / fejezetben, hogy a %iener~fo-
lyamai trajektdéridl sehol sem differencidlhatébak, igy tehat
a fehér za] kdzbnséges véletlen folyamatként nem értelmez-
hetd. Erre mar abbdl is kivetkeztothettiink volpa, hogy &\fe—‘
hér zaj korrelicids fliggvénye Dirac-delta,

A Wiener-folysmat derivaltja, és igy a fehér 28] szigo-
Tuan csak az altalinositott fliggvények /disztribucidk/ segit-
gégével értelmgzheté. Ezt a témakdrt csak néhany utalds ere-
jéig érintjlik. A Wiener-folyamat trajektériai folytonosak,
tehdt lokilisan integrélhatdak, és mint ilyenek, regularis
disztribucidkat definidlnak, Bzeknek a disztribucickpak mar
-~&ltalanpsitott értelemben~ van derivaltjuk, ezek lesznek a
fehér zaj "trajektdérihinak™ meg;elalﬁ disztribucidk. Mivel a
Wiener-folyamat trajektérié{ k&zbnséges értelemben sehol sen
differenciélhatdak, a fehér zaj "trajektéridi™ nem reguléri-
sak, azaz nem Abrézolhaték kﬁzénséges figgvenyek segitségé-
vel, Ezért a /3.56/ és /3.57/ Gsszefilggések csek szimbélii-
kus jelentéssel rendelkeének. Léatjuk azonban, hogy a fehér

- zaj, mint &ltalénositott folyamat, nem esik "mecsze™ a lko—
: 1]

zdnséges folyamatoktol, mivel egyetlen intepralés "simitéd™
hatase elegendé ahhoz, hory kdzbnsépes folyamatra, nevezete-

sen a witl ®iener-folyamatra vezessiik vissza.
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A4 fehér za]j masképpen is kapcsolatba hozhatéd kbzdnséges
folyamatokk&l. Vannak ugyanis olyan kézﬁnséges staclonérius
Gauss-folyamatok, amelyek jo6l kdzelitik a fehér zajt.

Vizsgiljuk meg ebbdl a szemponthdl a staclonérius Orn-
stesn-Uhlenbeck— folyamatot. /1.: & 3.4 fejezet/. A folyamab
varhaté értéke nulla, korreldcits fiiggvénye pedig /3.45/ sze-

TinG:
D -1t
o — - 8
cit) T » /3.58/

% folyamat spektralis striisége

4 D

_[(w):- e m /3.59/

Végezziik el most 8 A—=e0, D/ — 4 hatérétmenetet, Ekkor

4
o} — o /3.6Q/
. { o , ha td0 .y
C(t)- P sha =0 \ . /38
mikézben )

o 7
J Clt)dt —= 4 . /3.62/

—oo
A /3.61/ &s /3.62/ Beszefiiggésekbdl kivetkezlk, hogy |
CHY - d1{t) ) /3‘.65/

tehdt a stacionirius Ornstein-Uhlenbeck—~folyamat az adott
hatiresstben a fehér zajt Allitja eld.

Rézziik most az + .
Yt | Stedds ' /3.64/
folyamatot, ahol Y(s) a ltacionérius Ornstein-Uhlenbeckw fo-

lyamat. Y{#) 1 Gauss-folyamat, vérhaté értéke nulla.

=73~

/3.49/ szerint a folyamat korrelaciés filggvénye

D —abbsl e Ly ‘
<Y(t)vcs}>=-)F{m;n(t.s}_.zfx(he —e € ‘)} . /3.65/
4 Asoo D4 hatéritemenstet alvégezve

<YWRBY (s> —2 min (ts) /3.66/

tehat /3.56/-tal Osszhangban, az Y(t) folyamet az adott ha-
taresetben a @iener—folyamaﬁot allitja eld,

Bz a példa azt mutatja, hosy vannak olyan kizbneéges
staclopérius Gauss-folyamatok, amelﬁek egy meghatérozott ha-
térédtmenet végrehajtisa utdn a fehér zajs &11i%jak els, 4
/3.50/-/3.57/ bsszefiggéselnek most mér a szimbolilkuspal tobb
értelmet tulajdonithatunk, wgyanis ezek az bsszefiigrések
ugy is megkaphaték, ha a szémitésokat a fehér zajt kizelitd
kdzdnséges staciondrius Gauss-folyamatokkal végezzik el, és
csak’'a szémitédsok végén hajtjuk végre azt a hatéritmenctes,
amely a kézansééqs folyamatot a fehér zajba viszi 4%.

A staclopirius, figgetelen ndvekményii folyaratok deriva-
lésa altalédban fehér spektrumu zajokat eredminvez, H: a Viepen
folyamatbél indulunk ki, akkor az itt tédrgyalt Geuss-tipusu
fehér zajt kapjuk meg. Vannak azonban més /nem Gauss-tipusu/
fehér zajok is, pl. a ?oisson fehér zaj, amit a Poisson-folya-
mat derivalésaval Allithatunk el8. Mi a tovabbiakban mindig
a /3.50/ -/3.56/ egyanletekkel definiali Gauss~tipusu fehér-
zajjal foéunk foglalkozni.

4 véletlen killas zevar hatésa alath 4116 dinamikei rend-

gzerake® sok esetben az .

i
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5= ~75-
(8 = L {xth ylh,t) /3.67/ mezhet$ kdzénséges Stileltjes-integralként, mivel kézelits
eladrendd differencidlegyenlettel irjuk le, ahol y(tl ismert - Osszegének hatdrértéke fige a kbzbiilss pontok megvilasztésd-
- 6 . r : ¥ F) N e R
tulajdonségu véletlen folyamat. /3.67/-et stochasztilkus diffe.. t6l. Ezért uj iftegralfogalom bevezetésére van sziikség, Az
rencifdlegyenletnek neveszziik, . j G (s) dwels) /3.71/
1o

Iz az ylt véletlen folyamat trajeitérisi folytonosak, alaku stochasstikns integralok t&bbféleképpen is definiAlhatok,

akkor y(*] minden adott trajektéridje esetén /3.67/ kbzdnséges K86 vAltozatuk terjedt el amelyek K.Ito 11l. R.L. Stratomovich
differencidlegyenletnek tekinthets, amely x{t} egy-ery trajek- nevénes fiizidnek, :

toridjas hatérozza meg. A /3.68/ Langevin-egyenletet szimbdlikus egyenletnek to-
4 helyzet egészen més, ha a stochasztikus differencial- kintjlk, amelynok valédi jelentését a stochasztikus integralok
egyenletben szerepls véletlen folyamat a {(#) fehér zaj. segitségével a /3.69/ integralegyenlet, illetve ennek diffe.
Zbben az esetben olyan stochosztilkus differencidlegyenletekre renclalls véltozata, a /3,70/ egyenlet adja rwag. A kévetkezd
szoritkozunk, amelyekben a zaj linedrisan szerepel: két Tejezetben részletesabben beszélni fogunk a stochasztikus

*x (= b{x# t)+ v {x(t,t) E(t) . /3.68/ integralasrsl és g Langevin-egyenlet Ito-ill, Stratonovich-fé.
Bzt 2z sgyenletet Langevin—egyenletnek.nevezzﬁk. /3.68/-at a le értelmenésérsl, Nem fogunk szigoru alapozast végezni, Cé-
f(t) dltalénositott folyamat Jelenléte riatt nem tekinthetjiik lunk, mint eddig is, inkébb 22, hogy néhiny alapvets,és az
ugy, mint egy kizdnséges differenciélegyenletet., Ezért minde- : egyszeri alkalmazasok megértéséhez szlikséges fogalmat vagy
nek elStt meg kell mondanunk, hogy mi a p?ntos jelentéss a 8sszefiiggést levezessiink és elmagyardzzunk,
/3.68/ Lengevin-egyenletnek. Erre t¥bb lehetdség is kinAlkozik. 4 /3.68/ Langevin-egyenletnek a stochasztikus~integzélés
4 {{t}fehér zajt formalisan kikilsz6h8lhetjlik, ha a Lange- fogalménak bevezetése nélkill is adhatunk értelmat, ha & feher
vin—agyenietet integrdl egyenlet form&jaba irjuk &t. /3.57/ zajt "regulerizéljuk", azaz egy kizbnséges, "majdne? delta™
: 2 j korreléeidju staciondrius Gauss-folyamattal helyetteositjiik,
e %?t o gfgy vl. a staciondrius Ornétein—Uhlenbeck—Iolyamattal. Ekkor =
x(t)= x(-ﬁ,).,.Jb[xts},s}ds+js‘[x(ﬂis}dw(s) ’ /3.69/ |
1. te

- Langevin-egyenlet kézbnaéges differencidlegyenletkent kezel-
vagy @ifferencidliis alakbant " hetd, ami kétségtelen kénnyebbség, Egy misik inditék a fehér

d x(8) = blxth) b dt + §(xqt)t) dodt) | /3.70/ zaj "regularizalisira", hogy a valédi fizikai folyamatok 41—

Megmutathaté, hogy /3.69/-ben a mésodik intesrdl mem értel- f taldban simdlk, &s a fehér zaj tobbnyire csak kézelitése agy
¥ . ;
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olyan zajpak, smelynek korrelacids ideje a minxzet érdekld.
1déskalén alhanyegolhatd.

4 3,7 fejezetben meg fogjuk mutatni, hogy ha a Langevin-
sgyenletnek a fehér zaj "regularizalisa” utén kapott megoldé—
séban végrehajtjuk azt a hatiridtmenetet, smely 2 "majdnem
delta” korreldciéju zajt & fehér zajba viszl at, akkcr az e—
rededd Langevin-egyenlet Stratonovich-~féle megoldasat kapjuk
vissza.

Malintsiik ismét a /3.67/ stochasatikus differencidlegyen—
letet, BSgzitsiik x(8 értékés: .

x{t)=x=' . /3.72/

Az =) folyamat Markov-folyamat, ha xit+h), amely kizelitlleg
x{tth} r= x'+£{x’, yli), t) h

fliggetlen windattél, ami a t idbdpont elstt tortént. Ez akkor

és csak akkor teljesiil ha y{t} minden idépontban fiiggetlen més

" idépontokban folvett értékeitdl. /3.52/-6t £8lidézve, léthat-

juk, hogy & /3.68/ Langevin—agyenlet Markov-folyamatot defi-

nial,

2,6 hz Tto-féle stochasztikus differencidlegyeniet

iz 01628 fejezetben a Langevin-egyenletet a kBvetkezd
alakbz irtuk &t:

A x@s bx(E dE+ e x(E), ) dwtd]

A Langevin-egyenlet Ito-féle értelmezése szerint /3.74/ pontos

jekentése a kivetkezd:

/3.4

-0

dx{t)e x(trdt) = xlt)w

= b{x{tht)dt 4 g(xtt).f)(w(¢+d¢)-wce))3r oltl | /3,957

ghol o(dt) olyan mennyisépet jelsl, amelyﬁek minden kumulansa
dt ~vel osztva is nulldhoz tart. & /3.74/ egyenletet, az Ito-
féle éﬁtelmezésben, 1to-féle stochasziikus differencidlepyen—
letnek /roviden: Ito-SDE/ fogjuk meveznl.

_ Az Ito-féle értelmezésnek nagyon lényeges pontja, hogy
/3.75/-ben dwli) egyiitthatéjénak t 1d6pontbeli értéke, 6 (x{tht)
szerepel, Hz wlflsima fiiggvény lenne, akkor a 6§ figgvény akir-
melyik, (t.i+dt) intervallumon f£&lvett értékét beirhatnank, mi-
vel oz csak oldt) nagysagrendi vAltozast eredményeznae /3.75/
jobboldaléan. A.kﬁvetkazﬁ 3.7 fejezet elején latni fogjuk,
hogy mivel Wit} o Wiener-folyamat, a & figgvény mas idépont—
beli értékénok beirdsa /3.75/ jobboldaldt dt .vel arényes
mértékben is megvaltoztathatja,

A /3.75/ bsszeflipgésbdl azonnal la%szik, hogy az Ito-
SDE Markov-folyamatiot definiél..Ugyanis ha a folramat ¢ 1do-

pontbeli értéke, x{} adott, akkor a folyamat kis di id3 a-
latti ndveknényét teljes mértékhen a Wisner-folyamat névelk-

ménye hatérozza meg, ez pedig minden tovébbi eseménytsl fiig-

getlen,

A Wiener-folyamat dw(il névekménye Gauss-eloszlast kivet,

- Mivel <dwli}>=0,a ndvekmény phratlan hatvanyalnak véarhsté
-értéke nulla, paros hatvéanyainek vArheté értéke pedig & pas

ronkénti vévhatd értékek szorzatéra bomlik fel. /3.25/ felhasz-—

nalaséval
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<dx>u(t)l">.-= 4-3-5 . (Zwn-al@y ,nz4 /3.76/

Vizsgaljuk most dw(¥® —et, mint véletlen valtozét. Varha-

t6 értéke |
Cdw H* D= dt /3.77/

szbérasa pedig, /3.76/ felhasznalasaval, -
Cadvelt)t > —Cdwrltl> = 20dt) = o) . /%.78/

Ezért, ha sz e{dt) negysdgrendl mennyiségeket elhegyjuk, eklor

2- » r -
de&@helyére mindig a2 varhai%éd értékét irhatjuk:
dve(t) = dt /3.79/

Hasonléképpen lathatjuk be, hogy ugyanebben a kbzelltésben

dt dwe(tl= 0 /3.80/

dwi{ti"=0 , n>2 /3.81/

Legyen {(x}egy sima fiiggvény. Szémitsuk ki a figgvény
o f{x(8) = f(xte+ats) - flxi) /3-82/

ndvekményét ol{dt) pontosséggal. Enhez a fiiggvényt Taylor-sor-
ba fejtjiik:

dft= [lddxe B Gddbxr /3.83/

majd & kapott kifejezésbe dx ~nek a /3.74/ Ito-EDE altal meg-

hatarozott alakjat behelyettesitjik, A /3.79/-/3.8l/ szémolasi
szabdlyok figyelembe vételével azt kapjuk, hogy

d f(xtt)= Flxtt) blxt, thdt + £'{x(814) & (xttht) dwlt) +

+%fhmﬁﬂx&¢ﬁt+wwﬂ /3.84/

.
Ez & stochesztikus differencidlés un. Ifo-formuléja. Az [ -t

tartalmazé teg /3.79/ kivetkezménye, a kbzdnséges differen-

e T A AT A ol A1
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c¢l&léds morédn nem lépne fel,

A tovédbbiakban & Gidf)-mennyiségekat:nem fogjuk kiirni,
Ha az x(t) folyamat halyére a Wienér—foiyamatot irjuk,
beo és 64 lesz és /3.84/ igy mbdosul:
d { (wtti) = f'(vott) dwlthed [ (wit)dt .
4 szemléltetés kedvéért legyen példaul {{w)=ww®, Ekkor
dlw (1) = 290 (Hdwlt) +di

/3.85/

/3.86/

Az Ito-formula segitségével meghatarozhatjuk az Ito~SDE
altal leirt Markov-folyamat infinitezimalis operétorit., Le-
gyen x(tlex' régzitett, Az infinitezimslis operédtor /1.40/

definicidja szerint ' .
<P{xGadt)>= L)+ A, [ () dt /3.87/
Hasrészt, a /3.84/ Ito-formula Atlagoléséval azt kapjuk, hogy
CFlxtera)y = Lo+ bt (¥ dt e de? () ) ot . /3.88/
A két kifejezés Baszehasonlitasibél a folyamat infinitezimalis

operitora

gt
P I /3.89/
tehdt, /1.53/ értelmében, az Ito-SDE diffuzids folvamatot

i 3 4
= b t) — B o
A* (-'M 13 -+ ) 5‘ (x.t]

hataroz meg., A folyemat Fokker-Planck-egyenlete:

bl
ot

4z It0-SDE és Fokker-Planck-egyenlot a diffuziés folya-

3 18
=-Z(pp)+d E_(ap /3.90/
Bx( ) ZQK‘( )
mat egyenértékil leirés&i. A kettd szemlélete erfisen kiildnbd-
zlk. A Fokker-Planck- egyenlet sz &tmeneti valésziniigég 1ddba-
11 fejlédését irja le, é5 ezen keresztiil az sszes véges Gi-
menzibés eloszlés kbzvetlen konstrukcidjat teszi lehetdve, Az

It0~-SDE ezzel szemben az 4llapot fejlidésére vonmatkczik., El-
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jéfést ad arra, hogy a diffuziés folyamat trajektéridit a

- Wiener-folyamat trajektérldival klfejezziik,

Az Ito-SDBE-nek megfeleld integralegyenlet felirésdhoz ér-

talpeznl kell az

J gl(s)ds

%
integralt, ahol gls) egy véletlen folyamat, Az Tto-£éle

/3.91/

stochasztikus integralt a szokésos kbzelitd Gsszeg.hﬂtérérté—
ke definialja, ezzal a tovabbi megkdtéssel, hogy a gls) £o-
lyamatnek mindig &z intervallumeok alsd hatirén f8lvett érté-
kait kall bheirni.

J g(s)dsa(ﬂ-lnﬂ 2: qsi, ) {xels) - vl s;, ) :

-»p ixd

T T e e

S;,,*) /3-92/

4 /3.93/-beli Lim ugy értendd, hogy nulldhoz tart annak valdszi-
niisége, hogy & két oldal kiildnbsége egy tetszdleges t>0 szim-
rél nagyobb legyen. Megmutathaté, hégy a /%.92/ definicid egy-
értelmi, ba gt} folytonos trajektériéju folysmat, emely'nem
tekint elére", azaz, amely filggetlen winden késdbbi (+'>1) o=
geménytdl. '

A stochasztikus integralok kiszédmitésara nincs altala-
aos médszer. Ez azonban a kizdnségesRiemann-~integralok aseté-
ben is igy van. A /3.92/ definiciét azonban mindig felhasznal-
hatjuk arra, hogy & stochasztikus integrélt tetszéleges pon-
tosséggel kozelitsilk. Hasznos ﬁsszefﬁggéét kaphattink az Ito-
forowla /3%.85/ valtozaténak felbaszpdlésaval.

L

S a
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Eszorint
t

j.f(wls)dw{sjal‘(w(il}mﬁo)- i J'L (wis) ds . /3:93/

Ez ax osszafdggés a Wi szerinti stochaszbikus integrélt i
zonséges integrélra vezoti vissza,

Az Ito—SDE—nek megfeleld 1ntagralegvenlet

x(t)= x{.) + j.b (x{sh9) ds +fG’(x(s)1s) dye(s) . /3.9‘1-/
Beblzonyithaté, hogy a /3.94/ integralegyanlet megoldésa e-
léggé 4ltalinos feltételek mellett egyértelmil és iteréciés
eljArdssal tetszileges pontiossiggal megkizelithets,

Homogén folyamatok esetében az Ito~SDE ~t kézdnséges

differenciélegyenletre vezethetjiik vissza, ha E{x nem valt
eléjalet, Legyen pl.F®>O.A

Y'(x) =

? ) : /3.95/
differencidlepgyenlottel meghatérozﬁtt W?dfﬁggvény monoton now-
vekszik, ezért invertdlhaté. Vizsgdljuk az

yltl= ¥ (xtt) /3.96/
folyamatot, &4 /3.84/ Ito~formula folhasznalasival azt kapjuk,
hogy

bix
dYumk[((m—i hm%hdww

Eszerint ylt) kielégiti a
| dyl)e b (yt) dt + dvoth) /3.98/
_Ito-SDE-t, ahol
Tyl 28 ¢

x=¥"ty)
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ult)e y () - wit) /3.100/

folyamat viszont mér kSzdnséges differencidlegyenletet elé-
git ki:

dult) oo
= b { ultl+ w ().

Awit)folyamst egy adott folytonos trajektoridjat behelyette-

/3.101/

sitve, /3.101l/-t a kbzbdnséges differencidlegyenletek elmé-
letébdl ismert médszerakkel oldhatjuk meg. /3.96/ és /3.100/

felhasznalaséval pedig megkap juk az x(1) folyamat megfeleld

trajektbériajat:
x ()= ¥ {ult)s w i) /3.108/
+
20. feladat Szémitsuk ki az _fvﬂﬁ)d“aﬁ) stochasz~
il

tikus integrélt!

21, feledat

Hatérozzuk meg &

dx=-Axdi+ Ddw
Ito-SDE x{o)=x' kezdeti feltételt kielégitd megoldasit! A meg-
oldas alapjén irjuk fel a folyamat Atmenetl valédsziniiségét!

22. feledat

I£0-SDE-t oz x{0k4 kezdeti feltétel mellett!

0ldjuk meg & dx= x dw

/Uteutatéas a 21, és 22. feladatokhoz: Vezesailk vissza az

Ito-SDE~-t kbzbnséges differencidlegyenletre/

ot

st . o Singapes ey T [ tido LD PSR
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3.7 A Stratonovich-SDE ég a Langgvin—egyenlet regulariziliss

4 /3,70/ Langevin-egyenlet Stratonovich-féle értelme-
zését Stratonovich-féle stochasztikus differencialegyenlet-

nek /roviden: Stratonovich-SDE/ fogjuk nevezni és szimb&li-

kusan 'igy fogjuk irni:

(8) dxt) = bxtnHdk + olxtvrs) dwee. /%.103/
A Stratonovich-SDE pontos jelentése a kSvetkezd:
AXED) = % (4l ~X () = bxed) ot +
&3+ x(E4dt) .
+ (X EADY (o ral)-w )+ S@D. 5 0

Ha X () értékét rdgzitjik, akkor /3.104/ implicit egyenlet
X(E4AL) ~T6. ‘X (E+t) brtékét x(8)-n kivil csak a Wiener—
folyamat nbdvekménye befolyésolja; ezért figgetlen mindent
idépont eldtti éseményﬁél. A Sﬁratonoﬁich—SDE tehat Markov-
~folxamatot hatéroz meg.

Fejtsiik sorba dwlt) egyiltthatojat:

o (Ef’c_)*}f_*di\,g =6 (xet)+ ‘zo'"(x(a.t)dxmau cer s /3.105/

ahol o'(xt)= 3—%_ (xrE). /3.,105/-%t & /3.104/ egyenletbe
helyettesitve, ez egyenlet jobboldalan dw(t) mar csak line-
Adrisan szerepel, és a /3.79/-/3.81/ Bzémolasi szabéiyok f£i-
gyelembevételével, ite;éléssal eltavolithatéd, Az eredﬁény:
Axit) = x E+dt) -2 (O =

':{}(K(*)ff)+5i°‘(xft).t)c"(m+).tgdt + o (e@®E)dw ) + 0-(dE)

/3.106/

.
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Taléltunk tehét egy olyan Ito-féle stochasztikus differencial-
egyenletet, amely ugyanaezt az xi{¥) folyamatot hatia~-
rozza meg, mint a /3.104/ egyenlet, Kbvetkezésképpen, a Stra-

torovich~SDE diffuzids folyamatot definial, amelynek infi-

nitezimélis operétora:

_ ] 2 {2 o
Au= bl 550t a5t + 3 TGOS ¢ 5000

/3.75/ és /3.104/ egybevetésével lathatd, hozy ha
& (xt)=o(+), akior az It0-SDE és & Stretonovich-SDE kdzitt
rincs sem fermai, sem érielmezesbeli killénbség.

A /3.104/ egyenlet megolddséhoz egy vele Osszhangban
£116 stochssztikus integralt kell bevezetni. Ez az un, Stra-

conovich-fzle stochasziilkus integrél is kizelitd osszegeb

tarértékével van Gefinidiva, Legyen 3(&&5,1) egy x(t) &if-
’ualns folremut sima fiigg venye. Ekkor

= gefxm St = i L q(repetsy

i iz]

se(wEa-weeey),

oS, <5<, €S =ty 3= o (s:—Sed- /3.108/
- Tto—féle stochaszbikus integraltol valo megkildnbiztetés
srdekiben az integraljel elé egy {S) jelet teszlnk. & két-

féle stochasztikus integral /3.92/ es /3,108/ definiciodl a
¥Ezbillsbd pontok megvélasztésédban kildnbiznek egymastol, a
valasctae mindkét esetben a megfeleléstochasztikus differen-
cidlegyerlettel van Ssszhangban.

A Stratonovich-féle stochasztikus iptegral kepcsolatba
& /3.75/

Tto-vagy a /3,104/ Stratonovich-SDE megoldésa. Akkor a /3.7%/-

nozheté az Ito~féle integrallal. Legyen  XG&)

tniiteg e e prower e bminnie! e e

~85=

" ~/3,8]l/ szémoléseil szebilyok felhaszhéléséval

Wit x (E4db)
) - va—
/3.109/

ahol 9‘Cx,’:)=§%er'E) .« /%.108/-ban a kbdzelltbtsszeg tag~

Jjait 1ly mddon atirva és /3,92/~vel Usszehasonlitva, azt kap-
juk, hogy '

+ %
(S)Sg(x{s),s)dw(.s) = SQCXf‘)rS)d“’CS) +3 SS (x99 T (x),8)de-
1o o

/3.110/
A Stiratonovich-féle stochasztikus integral eldnye, hogy

sek ecethen formalisan ugy kezélheté, mint egy kézdnségas
Riemann-Stieltjes-integral, Legyen peldaul -f(vvttﬂ a Wie~
ner-folyamst sima fiiggvénye. Alkalmazzuk /3.110/-et }‘Guffﬂ_
re: + +

1 u :
(S) g-lt (W(S))dW(S} = é 'F“(W(S}) dW(S) + "(‘i S ‘5’ (‘NCS}) ds. /3.111/

Kihagznadltuk, hogy a Wiener~folyamat esetében Ws4d . A jobb-
oldalon allé Ito-féle integrzlt a /3.93/ Gsszefiiggés kozdn-

séges integrédlra vezeti vissza. Enpek felhasznilésdval:

6 wedwes = Fww) ~ 3 (). /3.102/

A /3,104/ Stratonovich-SDE~vel egyenértékil integréle-

gysenlet a kﬁvetkezék : L

XA = x4 Sb(xcs),s)dg + (S)S FioOdwes),  /3.113/

+o
& Stratonovich-SDE megoldasét a /3. 113/ egyenlet iterdlésa-
vel kaphatjuk meg. Bizonyos esetekben a /3.104/ egyenlet kdz—
vetlenlil is integralhatod.

t) dw(’c) 3(xc+a,ad w@ + g Do b + ()
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Vizsgaljuk mest a Lapgevin-egyenlet regularizély val-

tozatab:

XY=l () + o (e £) % (£, /3.114/

ahol g(&ﬁ egy kbzinséges staciondrius Gauss-folyamat
"majdpem delta" korrelécitds fiiggvépnyel. Tétslezzilk fel, hogy
alkalmas hatarétmenatet elvégezve, é;(iﬁ a fehér zajt allit-

ja elé, azaz

{gE ) = k-9, /3.115/

Ilyen tulajdonsagokkal rendelkezik pl. a staciondrius
Ornstein-Uhlenbeck— folyamat, amelyet a 3.4. és a 3,5. feje-
zetben részletesen targyaltunlk,

/3.114/-et kizdnséges differencidlegyenletként kezel-
hetjik., Megoldasédnak sima trajektéridi vamnak. A 3.5. fejezet
végén mondobtak értelmében a megoldés nem Markov-folyamat,
mivel a gif) zaj korreldcids ideje véges. Ha azonban a meg-
odasban elvégezzik azt a hatératmenetot, amely g(&) -t &
fenér zajba viszl 4t, akkor & folyamwat Markov-folyamat lessz,

A Langévin-egyenlet regularizalassal kapott megoldésa
diffuziés folyamat. Ezt, az egyszgrﬁség kedvéért, csak abban
az esetben igazoljuk, amikor a g(t) zaj & staclionérius Orn-
stein-Uhlenbeck folyamat. Szamitsuk ki x(%+S)~X (&) hat-
vanyainalk varhaté értékét &($) pontossiggal! X (b +8) br—
tékét a /3.114/ egyenlettel egyonériélki

+_+S 'E+5
xte4s) = x )+ Ch(xwwdu + (e wdu 5 4,
+ . t

weom mwen  meen i I s

2 2 T T R At e - AT
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integrdlegyenlet iterdlésival hatarozzuk meg, A kiindulds
legyen ;ﬁ

xCt4s) = x () = x! ‘ /5119, :
Mivel az integrélésckat @(s) bontosséggal kell elvégezni

, az
integrdlands figs svényeket az Ox)

¥) hely kériil sorba fejtjiik, :
Azok az integralok amelyekben U~t jelenik weg, &(S) pagy-

ségrendilek, s igy elhagyhaték. A zaj hatvinywinak jarulékait

X(4s) —x () hatvanyainak vérhatd értekeiben kiilén meg .kell

beesiilniink, Teklntsuk példéul a

{ S gmj S oo o)

PR NS R

/3.118/
varhaté értéket Az
_ t4u
yw= g
i _ /3.119/
23 folyamat bevezetésével /3 118/ igy irbaté:
y(s)
aut\ - 4
{ gq dg'y = Lyt /3.120/

Bzt a virhaté értéket a {8. feladatban kiszamoltuk (1./3.49/-

et)

_ﬁ
(g(s)’“) = % (s - (4 - S))_ /3.121/.

L stacionérius Ornstein-Uhlenbeck— folyamatot a fehér zajba
Atvivs 1-900,1;63-94 hatérétmenetet elvégazve

<9(5)2> - g, /3.1227
Hasonléképpen becsﬁlhéték meg a E;(u) za]j madsodik hatva-

nyat tartelmazé mas kifejeszések is. Az eredmény mindig az,
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hoéy a kifejezések jéruléka S -sel arényce, Mivel ‘;(UJ
Gauss—folyamat nulla varhatd értékkel, pératlan hatvénminak
varhato értéke nulla, péaros hatvanyainak vérhatéd érfékei pe-
dig péronkénti varhatd értékek szorzataira esnek szét. Ezért
az iteraléssal kapott megoldasban a zaj kettdnél magasabb

hatvényat tartalmazd kifejezéseket mér nem kell megtartanunk.

L fentiek figyelembovételével a megoldds igy irbato

x(t+) = x' + b (! E)s+
_ tts
d@@&pﬂ%&@ﬂf@+8®ﬂgymmq+O@L/Lmy
=

2 kifejezés birtokdban mar kdanyli a kivént varhatéd értékek
kiszamitasa .
[L:(x},*’-}*' —42: o) T (x‘ﬁ:)] S+ o), Nwi,
{(xttes)- x’)n> =/ o (xt)S+ (s, 0 =2
/3.124/
& (=, n>2.
Féridézve a /3.13/ és /3.14/ Bsszefliggéseket, lathatjuk, hogy
az X08) folyamat diffuzids folyamet, amelynek infinitezimélis
operétora /3.107/-tel egyezik meg, Ebbdl az is kivetkeszlk,
hogy 2 /%.114/ regularizalt Langevin-agyenlet megolddsa a
regfeleld hatérdtmenet elvégzése utdn megegyezik a /5.103/
Stratonovich~SDE megoldasdval. -
Ezen a ponton érdemes Bsszefoglalni a diffuzidés folya-
matok leirisinak eddig megismert valtozatait. Legyen asz x (&)

diffuziés folyamat infiritezimdlis operétora

~80-
3 z
A&.-_- L(xt-{:)é;- + o"lcxﬁ:) g-;c—;_- . /3.125/

Az igy.definiélt diffuziés folyamat leirdséira egyarint hasz—
nalhatjuk:

l., a Fokker-Planck- egyenletet:

%% = ~®@.J—c (LP)+ ’{:Z %_(0'7'?)) /3.126/
2., az Ito-SDE~t:

dxte)=bdt + o dwd), /3.127/
3., a Stratonovich-SDE-ts

O an e ot wded.

(A harmadik vé;tozatot /3.104/ es /3.106/ Gsszehasonlitasaval
és néml 4tjeldlés elvégzésével kapjuk:)Megjegyezzﬁk, hogy
2., és 3., nem jelent kiildnbdzé leirast, ha O (x,t)= o (.
Ha egy adott jelenséget diffuziés folyamattal lehet le~
irni, akkor a modellezés sorén AltalAban nem a folyamat in-
finitezimélis operétorét vagy Eokker-Planck—-egyenletét kap~-
juk meg, hanem egy Langevin-egyenletet. Ha a fehérzaj egyiitt-
hatdja figg magétbl_d folyamattél, akkor a Langevin-egyenlet
értelmezése nem egyértelmii, Azt, hogy a lehetséges értelme-
zések kbziil melyiket kell valasaztani, csak az adott jelen-

ség ismeretében lehet elddnteni.

2%, feladat

(S dx = xdw

0ldjuk meg a

és a

(ed)dx = — -;i_dt +>_<dw
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Stratonovich-SDE-t az X()=4 kezdeti faltétel mellett! A

megoldésokat hasonlitsuk 8Sssze a 22. feladat megoldasival!

2.8 A stacion2rius eloszlés és5 s stacionarius drapsiiriiség

4z eddigl fejezetekben mindig skalér diffuziés folvama—

foigrdl volt szd. Mint mér a 3.1, fejezet végén is utaltunk
réd, a skalér diffuziés folyamatokra vonatkozd sszefiggések

zénnyen dltaldnosithatok a vekbor értékii diffuzids folyama~

tok esetére. Legyen
X () = (a0, ., X (8), Lo, X () /3.129/

egy vektor értékil diffuzids folyamat. 4 d@iffuzids folyamatok
lehetséges leirésai kozlil valasszuk kiindulépontnak az Ito-

SDE-t. /3.75/ Altslénositésa erre ez ssetre:

dx; (8 = by (xeop)dt + 2 oy Cxw ) dw (). /3,130

Itt “ﬁ(ﬂ o fiiggetlen, azonos tulaadonségu Wiener-folyamatot

Jjelél, amelyekre

Cw; @O w ) = &y min (t,5). /3.131/

A-diffuziés folyamatot leirsd Fokker-Planck— egyenletet ugyan-

ugy vezethetjlik le /3.130/-b6l, mint a 3,6. fejezetben a ska-
lar diffuziés folyamatnil tettiik, REgzitsiik a folyamat érté-
k¢t a Tt id8pontban;

Xy () = x1. /3.132/
L Iclyewat ndvekményeipek momentumaire a /3.79/-/3.81/ sz4-

molési szabelyok flgyelenbevételével a kdverkerd eredménye-
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ket kapjuk:

(dx®)y = b (x\)dt + o (db)
{dx; ®)dx; () = % St

/5.133/

Y. ) Wrdt + o (d
\t) JkC’.SI) -+ (t‘), /3.134/

mig a magasabb rendit momentumok mind & (dt) pagysagrendiiek,

A r&videbh irésméd kedvéért bevezetjik a

Dyjlxity= ka(x,t) STRERD /3.135/

matrixet, amelyet diffuz1és matrixnak nevesziink el. A diffuzi-

68 matrix szlrmetrikns, és /3.134/ szevint nem~nogativ definit

a

A b (%) vektor neve_dramlisi vektor lesz,

A /3,133/ &5 /3.134/ womentumok ismeretében f£61lirhatjuk
a Fokker-Planck—egyenlatet:

“oPL)

—— = —z (Jo (x B'P(x+))+ Z (’DLJ P L),
ot Oxiox; /3.138/
Homogén diffuzids folyamat aseteben
%; (xtH= 'E);(.’S),
Tt (X¢1) = O CX). /3.137/

Tegylik fel, hogy a homogén diffuziss folyamat ergodikus,
azaz a Fokker-Planck— egyenletnek létezik egyértelnmi stacio-
nérius eloszldsa, P (x) sy €5 minden megolddsa T -»eo

esetén ehhez a stocionidrius eloszlashoz tart, Mivel 1’*(5)2(%

'a stacionarius eloszlés jellemzésére bevezethetjiik a

@) = — L P¥(x) /3.138/



ciianst PINTo e P e g WE | i B L] BRI

~92~

potencialt, A stacionerius folyamat valésziniisipl dramsiirdsége
/5.6/ analbgiajéra, igy irhatod: .
* ® 1 ) . 3 3.13
T,00) = AP0 - 3 Z Se Dy P . /3.129/
A differenciilésck elvégzése utan
a0/

T 0 = 0P, /3

akol

D)
%ZBQHDLJ o+ d ZDW‘) ‘Px' /3.141/
i J

az up, stazciondrius dramldsi vektor.

K‘L(E) = L,‘, CEI} -

A stacionarius éramsiirliség kielégiti a
5 DI
{ DX
egyenlestet. /5.140/ felhasznalasaval kapjuk az un, diverzen—

cig feltételt:

Ze@z_(\q(x} e.#(e(g)) =0

v - - -
Saigr aiffuzids folyamat esetében /3.142/ azt jelenti, hoey

/3,037

I%%) 411apdé. /3.139/-b61 kivetkezik, hogy ha b (%) és
D(x) Loriatosak as PL (D20, na x-sro , akbor ¥ o =o0.
bt h;(x) érerlési vektort /3.141/ segifedgével ki-
rigzfbBlhetiik a Fokker-Flanck— egveniethdl 4s az Ito-SDb-
hoHi., 4 Fokker~-Planch-—

B3P ch 5 ..‘ﬁfﬁ 2 ]’Po_c,@
.-—(a—;—— = — ZL-_@)(‘:{[P“_OS) -7 %‘_:DL‘ OS)( .’ag‘) }/:. 1aa/

egyenlet uj alakja:

Tzzel pirhuzamocan az Itc-EIE igy irhasc:

£l

dx;=(r‘.:+ .;.. "_Z.'.a_?_‘i.l.. 4 Z::D--@if’-)dt +Zu’-~dw -

J ! /3.145/
A Fokker-Planckunagyenlet és az Ito~SDE ilyen médon vald fel-
irésénak akkor vahetjhk hasznét, ha olyan diffuzioa folyamatot
akarunk £8lirni, amelynek stacionérius eloszlésa oRy eldre
adott eloszléesal egyezik meg. Az az el8irés csak a @Yix)y po-
tencidlt hatérozza meg. Azl'FfCE) staciondring Aramlasi vek-
tornak ki kell elégitenie a /3.143/ divergencia feltétalﬁ,

de gtt81 eltekintve Y (%) és qui(g) szabadon vélaszthatd
meg., : I

:24. feladet Hatérozzuk meg a skalar homogén diffuzi-

68 folyamat stacionérius eloszlésat!

3.9 Brown-mozgis

Egy folyadékban mozgd, mekroszképikus méretii gomb moz-
ghsegyenlete

¥ =-Av . . /3.146/
X értékét a Stokes-térvény adja mesg:
py zﬂﬁm ) /3.147/

ghol N a folyadék viszkozitésa, @ & gomb sugéra éa i &
gomb ttmege, o
Ha a folyadékba kis részecskét helyeziink, amelynek o~
mege elég kizel 41l a folyadék molekuléiuak famegéhez, akkor
a moleknlaris litkdzések hatésira a részecske mozghsa rende-

zotlen lesz. Bz az un. Brown-mozgés.

e



T

Legyen V a Browuo-mozgast végzd reszecshe setességlinel

egy adott iranjba esd vetiilete. 4 mozgiscyrinlet wozt 2 xi-
vetkezd alaku lesz:

v o=-Av + o i), /2. 18E/

anol © §(£)

tésat. iivel a réscecske kb, 10

répviseli a molekulédris skdzések véletlen ha-
21 litkizécben vesz részt mé-
sodperceniént, és az Utkdzések sorén minden oldalrdl egyariant
érhetik lékések, O’E(tﬂ igen gyorsan valtozé fluktuceio,
apii fendrzajként irhatunk le, g(k)-t ugy normalizaljul,
hozy korrelicibds flgovenge

(R &) = 3(x-9)

lerwen, O -t &Zllandinak tekintjik. &

/3.188/

/3.148/ egrenletet
eluscir Lapgevin irte fel 1908-ban, Zzért is nevezelk a
/7.88/ alaru egvenleteket lengevin-egrenletnel,

4z /3,148/ langevin-egvenlet diffueids folramzstot haté-
roz mes, 4 Giffuzids folyamstok leirasansk tobb, egyméssal
epvenartakl pédjét lattuk az elézd fejezetekben, Ezek bér-

melyike alkalmas a Brown-mozgds térgyalédsars, A szemléltelés

kedvé4rs mi most mindepyik mbédszerrel megolGjuk & problémét,

evail Zogjuk, heoy & Brown-mozgést végzd részecske cebeescge

o
H
=)
wn
<r
¢4
=
o5
1
fnd
=
12
13
=
o
i
L]
(55
(=]
ot
rd

varst, ezért sckszor elegendd lesz a

Az /3,148/ Langevin-egyenletnelk regfeleld stochasztikuse

differenciélegyenlet

AVIE) = — AV + odwid). LY.

N e
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Mivel ¢ a sebeaségtél'fﬁggetlen, most nincs kiilonbség az
Ito-és a Stratonovich-SDE kdz6tt, A értékét a Stokes—tdr—
vény régziti (1. a /3.147/ Ssszefliggést), o értékét ugy kell

megvélasztanunk, hogy a kapott folyamat stacionarius eloszlé-
s a '

>

PHY) A @ 2HT

/3.151/
Maxwell-Boltzmann—eloszlés legyen, Az eldzd fejezetben mbd-

szert adtunk arra, hogyan lehet adott stacionarius eloszlés—
sal rendelkezd homogén folyamatot felirmi. Skalédr folyamat e-
setében a stacionarius Aramsiirilség és a stacioniring sramlasi

vektor azonosan nulla., A stacionadrius eloszlést meghatéro-

z6 potencidl

¥ mve .
‘fCV')=—‘&L? V)= 4 Mands, /2153
Qe T
Az /3.151/ stacionédrius eloszléssal rendelkezd stochasztikus

differencidlegyenlet /3,145/ mlapjén igy irhatd:

av (%) i evcu:-q— w

.
= _%n‘;g_?_ /3.153/

Bzt az egyenletet /3,150/-nel Gsszehasonlitve léthaté, hogy
A és ¢ ki kell elégitseék a

T Tav T
Soszefiiggést. A Stokes-t8rvény felhasznialasaval

v + odw,

/3.154/

{ZJToach"r
Z
o= mE . /3.155/
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Ezt a két Ssszefliggést szokéds Einstein-relicidnak is nevezni.

L /3.150/ stochasztikus differencidlegyenletet a 24.

feladatban megoldottuk, Az eredmény

+
At ¢ s
VE) = V(o) &_At+ o e * Se T aws. /5.158/

Meghataroztuk a folyamst dtmeneti valdsziniiségét ;s. A

/3.154/ Einstein-reldcid segitségével ez igy irhato:

RS _S&;&'fffi} /32507
?(wﬂvﬂ:laqugq P VI

ahol

~2.4%
VzC-k)ﬂl(-,r-g-(& ~ oA ).

A T Do hatérédtmenetet elvégezve megkapjuk & staciopirius

/3.158/

eloszlast, ami /3,151/-gyel egyezik meg. Ugranezt az ered-
ményt kapjuk a Brown-mozgést végzd részecske sebessépelosz-
lasét meghatarozd

BRUE) | 40 (vPlvE)+ L o2 B Py ey /3.159/
Dt Dv 2 Byt
Fokker~Planck— egyenles megoldésival /L. a 3.4. fejezetet/.
A Langevin-egyenlet regularizdlaséval torténd megoldas
sok szeméontbél a /3.150/ SDE megoldasaval parhuzamosan $0r-
ténik. EBkkor a /3.148/ egyenletben g(&)_t k3zbnséges Gauss-
folyvamatként kezeljik, Adott E(%O trajektéria esetén az egyen—

let megoldésa +
~Aat _AE( A
A + & ,Sfi s ECS3C15-
<

vt =vr e /3.160/
Ez g magoldas lehetdvé teszi a sebesség kumulansainak szémi-

tésat, E(Sﬁ Gauss-folyamat, ezért V{t) kettdnél magasabb

G

rendl kumulénsai elfilinnek, tehdt (&) aloszlésa, ami a kezdeti

feltétel rbgzitése esetén az atmeneti valészinﬁséégel egyazik

meg, szintén Gauss—eloszlas lesz, (¥ EP=0niats

(v = v e AT,

Mésrészt a sebesség szérésénak négyzete

/3.161/

+ +
2. 2 -21*—8 As { A
(v - vy =o"e € )e' (3w dsdu,
© © /3.162/
Az integrdlés elvégzése elstt végrehajthatjuk azt a hatérif-

menetet, amely a zajt a Tehér zajba viszi at, azaz az integ-
rélba a /3.149/ korrelicibs fliggvényt irjuk be. Az integra-
las elvégzése utén, a /3.154/ Binstein-relicid felhasznali-
séval kapjuk, hogy ‘

(v - (v = 5;_3 Ch—e ) . /3.163/
Az Atmeneti valésziniiség Gauss-eloszlés, smelyet vérhatéd ér-
téke és szérdsa mar egyérielmiien Jellemez. Eredményiil a
/3.157/~bali kifejezést kapjuk,

. Hatarozzuk meg a Brown-mozgast végzd
részecske sebességépek korrelaciods fiiggvényét, valamint el-
mozdulasanak virhaté értékét és korrelécids fliggvenyés, ha

2) a részecske kezdeti sebessége adott,

b) & részecske. kezdeti sebességének eloszlésa a sta-

clonarius Maxwell-Boltzmann— eloszlés!

26, feladat

ghst végzd részecske elmozduldsa abban az asetben, ha-a& fo-

Milyen folyamsttal irhaté le e Brown-moz—

lyadék viszkozitdsa nagyon nagy (4 -»o0) ?
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Vizsgéljuk azm timegl, . sajétirexven~

¢iéju harmeonikus eoszoillavor Brown-nozgését adett kezdeti fel-
tételer mellett! Hatérozzuk meg & kitirés, a sebesség 111,
ezell négrzeteinel verhatd ertiékeit, valawmint a POgtlxeVa) és
a Plvrl %o, Vu) dtmeneti valészinisépgeket! Milyen folyamatot

ltlapunk a2 Sulecsillapitott hetéresetben?
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4. Zajimérés

4,1 A zajméiés séméja, & Wiener-Hincsin- tétel

Makroszképikus testek mérhetd jellemzbi /pl. siiviiség,
nyomas, e¢lekfromos polarizécié/ termikus egyensulyban vagy
stacionirius /pl.elektromos egyendramot vezets/ dllapotban
majdnem &llandd értéket veaznek fel: egy allandd kbazépérték
k8riil végeznek kicsiny ingadozasokat, fluktudcidkat. . l

A fluktudcidk rémzletes iasmerets rendkivill sokat arul el
&z anyag mikroszképikus szerkezetérdl és folyamatairdl. A
fluktudciolr6l a legrészletesabb kisérleti informécidts agy
viszonylag wodern technika: s széraskisérlatek mbédszere adjas
a mintara beesd sugérzés /fény, neutron stb./ ugy =orédik a
fluktuacids eredetii inhomogenitasokon, mint egy optikai ré~
csen. Nz az optikai rdecs még mozog is, ami a sugirzas frek-
vencisjat moduldlja: igy kapunk informacidt az atomi moz-
gasokrél. '

Van azonban a fluktuéeidk kisérleti vizsgalatdnak egy
klasszikusabb, egyszeriibb médja is: a zajmérés, ami a £luk-
tuéciéktél eredd elektromos jelek analizisét jelenti. A zaj-
mérés altaléban térbeli felbontést nem ad: ennyiben szagé-~

nyebb a széréskisérletekndl, 4 mikroszképikus folyamatok i-

" dBbeli kdvetését azonban igen kényelmesen é§ pontosan valésit-

ja meg, valahdnyszor a szbbanforgd folyamatban alektromos £31-

teshordozdk vesznek részt, vagy legalabbis kdzvatve elektro-
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mos jellé alakithatéd valtozésok térténnek,

4 zajuerés cenijat az 1. abra mutatja. A tipikus mérés
abbol &ll, hogy & zejforréisbel eredd fluktusld jelet /pl. i)
fluktuélié elektromos dramot/ elészidr egy savateresztd frel—
vencizszlrdn vezetjik At, amely az iddbeli valtoezésbél annak
egy adott w frekvencia szik kdrnyezetébe e¢=3d részét védlaszt-
ja ki, mejd az igy kivalasztott jelet olyan mérémiiszerre
visszlik, amely a négyzetes &tlagértéket méri. Ez utébbi mi-
szer legegyszeriibb forméjéhan e8gy, 8% Aram hatiséra felmele-
gedd buzalt tartalmez, amelynek homérsékletét termoelemhez

kapcsolt voltwérd méri.

X

Alt) Aot [Age, (82

L

pr—
[

1, abra

Vizsgaljuk eldszdr az egyetlen A(t) mennyiség klasszi-
kus /oem kventumos/ flukbtudcidbdl ersdd zajt. Allitsuk el8
Alt) -t Fourier-integral alekjaban:

P _ . ‘
Al [de g, & . f—;‘—% A et RY;

Lol
—a0 -
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‘

/ a mésodik egyenldség azért igaz, mert Alt) valés/.

A savsziirérél tegylik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy
we €8 Wetdw kBz5%t mwinden frekvencidt valbozatlan ampli-
tuddval Abereszt, azon kivill pedig semmit. Ekkor a sziird -
tan kapott jel /eltekintvé a sziird okozta fAziseltolasoktdl,
amslyeket nem irunk ki, mert az itt térgyalt zajmérd beren-

dezés ugysem érzékeli/ a kivetkezd leszs

Wt AW —We

Ayt = + Swp, e

Ly — g =B

4.2/

A zajmérésben ezen mennyiség abszolut értékének négyzatédt
mérjiik, amit elméleti tarpyaldsban a statisztikus mechanika
szabilyai szerint a zajforrds termodinamikai éilapoténak
megfelald sokasdgra Atlagolnunk kell, Az alabbiakbar az ilyen
/egyensulyl vagy stacionérius/ sokasigra vett Atlaget < >
jeléli; A
BEa a /4;2/ egyenleten elvégezzilk a négyzetreemelést és
st1agolést, SALALD alaku 4tlagértékek lépnek fol. ek ki-
azdmitAsdra tekintsiik a fluktuild mennyiség CAME)A(1+T))
autokorrelacids riiggvényét. /4.1/ felhaszpnalacéaval,
<A(HA(1+T}>=‘(%%’, e A A gilm et it 4.3/
A baloldal adottT mellett t-t81 wmar nem fiigghat, mivel
a fluktudld zajforrés termikus agyensulyi,vagﬁ legalébbis

stac¢ionédrius 4llapotban van, igy &tlagosan minden pillanat-
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ban egyforman viselkedik /valdsziniiségszémitdsl szdhaszndattal:
A{l) staciondrivs folyamat/., Bz csak ugy lehetséges, ha a jobb-
oldal integranduszata#&f asetén altitnik, tehat a keresett &at-

lagérteéek

CAw Au ) =2T Fplw) Slw-at) /1

alakban irhaté, ekkor pedig /4.3/-bdl

..|'U-!'t

CAWA(E+T)> = j’%‘% Frale) 67 /557

Szémitsuk ki most /4.2/-nek a sokaségra &tlagolt abszo-
lut érték négyzetét /4.4/ felhasznéléséval.Ha a sziirdt olyan
reskenysévunak tekinthetjik, hogy aw-n beliil Fhalw] kons-

tansnak vehetd, akkor az sredmény

<IAAw(tHz>=[FM(w.)'+ ﬁm(*w,)]av , /4.6/
ahol AV=AW/2T, .

Az sutokorrelacids fLiggvény §-t61 fliggetlen: .
AR A(E+T]> = (AlS)ALT)) = (A(-TIALO)> /m9/
Ennek segitségével, felhasznélva azi is, hogy klasszikus fluk-

tuéciékpél az autokorrelaciés fiiggvény valds, elvégezve az
A

Al

EJ&&Y-‘ 4tjeldlést, /4.5/ megforditéséval kapjuk:

: 2 oo
Al f dt 2 cos (wi) CALO)A(E)> /4.8/
AY s .
ahol a beloldalon elhagytuk a — /4.6/ szerint nemlétezd —
1d6fliggés jeltlését, és az igy felszabaduld t betiit basznal-

tuk a jobboldzlon integréciés valtozdnak,

~103=

Ha a flukbusciédk kvantumos'tulajdonségait is figyelem-
be akarjuk vennl, akkor A(f-t és a2 belSle leszdrmaztatott
A. és A, (4 mennyiségeket operdtoroknak kell tekinteniink, a
komplex konjugélést hermitikus, K adjungiléssal kell helyettesi-
teni, és vigydzni kell, hoéy & négyzetreemeléskor fellépd o-
perdtorszorzatokat az Atalakitdsok sordn ne cseréljik fel, A

fenti levezetés végig érvényben marad, csak /4.8/ helyett az

altalénosabb
< lﬁAyt’l} v Tewt AL A AA :
ST t=2 fdte (A An)+AloAL)/2 ) 4.9/

3

eredményt kapjuk, amely klasszikus hatiapesetban afmegy /4.8/~
ba.
A /4.8/ &s /4.9/ egyenletok baloldaldn a zajméréshen meg-

hatirozhaté mennyiség: a fluktuald A (&) teljesitményspektru.

ma szerepel. Maguk a /4,8-9/ egyenletek a klasszikus ill. kvan-
tumes Wiener-Hincsin— $ételt fejezik ki: a teljasitményspektrum
aranyos az autokorreldclés figgvény Fourier-transzforméltjaval,
A zajmérés segitsépgével tehét a fluktuadld mennyiség autokorre-
lécibs filiggvényét hatirozhatjuk meg.

Evantumos esetben a zajmérés a /4.9/-ben fellépd <(J3\(0))3.\(ﬂ+

A A .
+AMAL0)/2 ) szimmetrizalt autokorrelaciés Puggvényt ha-

-tdrozza meg., Hanssulyozzuk, hogy — a levezetésbdl lathatéan-—

ez annak a kdvetkezménye, hogy a faziseltolasra érzéketlen
savsziird és detektor a +cu, é5 —t, frekvencidkat ogyszeorre
valesztja ki. Hibas az a sok helyen olvashatd érvelés, hogy
csak a szimmetrizalt, tehat hermitikus szorzatnak van fizikal

Jjalentése: a kisérlet a teljssitményspektrumot méri, smi szim-



mafrizélés nélkil is valés lenne, Szérédskisérletekben, ahol
+w &5 -w fizikailag lényegesen kiil6nbdzé jelentést /61,
snergiaelnyelés ill. energialeadds/, valdban nem-szimmetrizals
korrelaciés fliggvényt batdrozunk meg, annak valés Fourier-
transzformélija: a hatéskaresztmetszét alzpjén.

Az egész eddigi gondolatmenetet kdnpyii Altaldnositani
tobb mennyiség egyidejil fluktudciojébol eredd zaj esetiére;
ekkor a leirasban <(ﬁ{o)§(£)+§({)3.(o))/2> alaku korreliciés
figgvények lépnek fel,

4,2 Egyensulyl zai

4 zajforrisok legegyszerilbbike egy e¢llenallas, Ebhen az
elektronok termikus mozgasa kivetkeztében fluktualod dremok
folynak, amelyeket egy elépg érzékeny .zajmérd bersndezéssel
apalizélni lehet., Ilyen mérést Johnson végzett olészdr 1920~
ben; akkor ez méréstechnikai csucsteljesitménynek szémitott,

4 méres szerint az ellenallés zajamak teljesitményspekbtruma
fliggetlen a frekvenciatél /"fehér zaj"/, tovabba ardnyos az
ellenillés nagysdgaval és a némérséklettel; ez utébbi a zaj és
& termikus mozgas kdzvetlen kapcsolatara utal /"termikus zaj"/,
A-jelenséget még abban az évben Nyquist magyarazta meg. Azdta

8 jelenségkdrt Johnson-zaj vagy Nyquist-zaj néven ismerik.

hz eiméleti leirésban az elleniliison &tfolys i)
tekintsiiz 2 fluktuwadldé mennyiségnek, és hasznzljuk & /4.8/ e—
gyenlatot, Lathatsan a<Io)Ht)) korrelacies fliggvényre kell va-

lamilyen elméleti begslést adrpunk, Hatéirozzuk meg eldszdr en—

Aramot

. . st ST s | Bl SR S

T
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nek 1 =0O-beli értékét: ehhez csak a <33 egyensulyi &atlagot

» egységnyi
keresztmetszeti egyenss huzal, hosszusigegységenként n darab,

kell kiszamitanunk, Legyen az ellensdllds x irdnyu

egyenként e t5ltésii t6ltéshordozbval, amelyek sebességénelk

& huzal irdnyabe esd komponense Vik akkor 3“2 eWVix, Fi-
]

gyelembe véve, hogy Boltzmann-statisztikéban a kiildnbéng rée
szecBkék sebedségel epyméstol fiiggetlenek, a keresett atlagér-
ték

(33}=ne2<vf)=hezKT/ma '/4Jg/

\

ahol m egy t8ltéshordezéd tomege é8 K a Boltzmann-Allands.
Tegyilk fel, hogy a korrelécibs figgvény idSben exponan-
cildlisan cseng_le valamilyenTrelaxaciés idével, de azt sme
felejisiik el, hogy a korreldcids figgvény az iddnek piros
Tiggvénye. Kozelitd kifejezésiink tehat:
<A I)Yy 2 (nekTfpy, )

/4017
Ezt /4.8/-ba helyettesitve, az eredményt
SE%%E2==#KTRe€1w) /4.12/
alakban kapjuk, ahol
& (w) =(n e T/m){ 4-iwr]" /1137

a frekvenciafiiggd /optigai/ vezetiképesség. /Kittel: Bevezeo
%és a szildrdtestfizikdbs./

Johnson kisérletében nem aramot mért, hanem az ellenallas
végein fellépd feaziiltséget., A Plukbusléd Aramot ugyan nem
fesziiltség kelti, hanem lokdlis atomi mozgasok, azonban ahhoz.,

hogy ez az aram keresztiilfolyjon a minta Osszes t5bbi régzén.,

SAETRERIEIA
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/ag& mikroszképikus aszakasztdl eltekintve az egész ellendllé-
son/, fal kell éplilnie az Ohm-tSrvénynek megfalald feszlilt-
ségesésnek. Bzzel a naemtrivialis meggondolassal a%felmazhatjuk
az Ohm-t3rvényt: Ve, = R{w) 1., , ahol Riw] = [WTGJH a fralk-
venciafliggd ellendllés. Ennek felhasznilésdval kapjuk /4.12/-
b8l a kisérlettel Bsszehasonlithaté eredményt:

, 2
LIVl 2 T RIW).
AY

-4 2k .
Bz a hires Nyquist-formula., Ha wXT /~410 4/ sec /, ami pl.

/5.14/

Jonnson méréseiben mindig teljesiilt, akkoxr R (w)-t anpak kis-
frekbvenciés hatarértékével, az R egyendramu ellendllidssal he-
lyettesithetjiik, Ilyen kdriilmények kSzott észleliink fehér zajtb,
/8,127 levezaetésénél erételjssen kihaszpnidltuk a durva

/4%.11/ kdzelitd kifejezést, ami kétséget ébreszthet az ered-
mény Altalinossagat illetden, Valéjébaﬁ fh.12/ specidlis esets
a birmilyen linearis véleszjelenséget /itt: a linedris elektro-
nos vezatést/ g megfeleld zajjal /itt: az éAramfluktuicidkkal/

tsszekapesold flukbudecid-disszipicid tételnek /Callen és

Welton 1951/. Ezen tétel szerint /4.12/ fiiggetlen a vezatési
nechanizmus részleteitdl, csak KT helyébe kell altsléban a
pontosabb Hw eth{hwfer) szorzét irni /ez is fliggetlen a konk-
rét rendszer tulajdonsagaitéll/, ami-hw/KT&4 esetén /az un,

Ylasszikus hatéresetben/ megy At kT -be,

4,3 ¥odulacids =aj

Az eldzd pontban térgyelt, egyensulyi éramfluktudeidkbél

[y T O oo
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eredd Johnson-zaj a /4.14/-beli k szorzd miatt roppant gyenge,

_ nehozen detektdlhatéd effektus. Ennél sokkael durvébb, jol mérhe

t& zajt kapunk, ha a mintén Allandd kiilsé f esziiltséggel mak—
roszképikes 4remot hozunk létre, amelynek 34) pillanatpyi ér-
téke g,stacionérius adtlagérték koril fluktuidl. A zajmérés a

A{3e)-FI{ F)-T))

korrelicids fiiggvény Fourier-transz-

formadltjét szolgaltatja. Aramgeneritorcs meghajtédssal a mine

%4n esd fessziiltség fluktubeidit mérhetjiik, ami a rendszerrsl
azonos informécidt nyujt; ‘

E elektromos térben n tsltéshordozé, amelyek t6ltése e
és mozgékonységa u, Geszesen J=enuE &ramot okoz, Allands E
mellett ez a kifejezés nlt éS/u(t) id6beli vaAltozhsa miatt
fluktudlhat, Bz két jol elkiildniild jelenség. X5z8s benniik az,
hogy a mikroszképikus mennyiségek fluktudeidit nem kdzvetleniil,
hanem a kiilsé forrasbdbl szirmazd &ramra gyakorolt moduldlé ha-
tasulon keresztiil figyeljik meg. Ezért hivjék ezeket a jelen-
ségeket modulécids zajnak.

A toltéshordozdk szfma félvezetdkben a gensrécids-rekom-

bindcids folyamatok mlatt fluktudl, Ezért serceg a tranzisztoros
rédib, Ha a M mozgékonysédgot dllanddnak tekintjiik, akkor

<o) -FHIHH-FI=€ 4 E* C Anfo)an(t)) =

/4.15/
=~ (F/5*) <anfo)an(t)>

ahol  anft) =n(t)-n . An(t) fluokbtvbcidja tipikus sziiletési-ki-

halasi folyamat, amelynek korrelicids fliggvénye ilyen alaku:
i

canl)an(¥y =23 a;e o /. 16/
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~

ahol %; és o az i- ik eleri generdclés-rekeombindcids folya-
met relaxdcios ideje ill. intenzitésa. A megfeleld zajspekirum

4,8/ szerint

<l Favl?> hizz o T /4.17/
Ta T R T meE

A 2. 4bra mutatja a pért zajspektrumok sematikus képét.
Lathatdé, hogy a kisérleti gdrbeébdl kénnyﬁ meghatéarozni azon
elemi folyzmatok «; és 7; paramétereit, amelyek eléggé inten-
zivek és sebeaségilk egymastdl elégpé elkildniil., Felhivjuk a
figyelmet /4.17/-ben a §1 szorzfra: a meghajto Aram ndvelésé-—

vel javitani lehet a modulécids zajspektrum "kontrasztossagat®.

D

AY

it zaj

2. Abra

!
|
|
I
|
|
1
3
4
T&
Hasonld modon fluktudl a tdltéshordozdk szima gyenge
elaktrolit-oldatokban az asszocidcids-disszocideids folyamatok
kévetkeztéban., Ezen folyamatok kinetikaje is Jél kdvethetd
zajméréssel /Y.Ysh és R.N. Keeler cikkei a Journal of Chemi-
cal Physics-ban/.

L mozmékonysdp flukbtuicidinak térgyalésa eldtt leszigez—

—i R i el i ] s s s AT

'
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ziik, hogy most nem a mozgékonység sajat frekvenciafiiggésérdl
van sz6, amely a Johnson-zaJndl a fehér zaj igen‘nagy.frekuen-
cian bekbvetkesd letdrését okozza. Az alibbiakban tipikusan
kisfrekvenciéa‘jalenségrélllesz 5z6: a stacionarius mézgékony-
gég lassu idébeli valtozAsairdl.

Ezeket a valtozésokat a mozgékonységot befolydsold kirill-
mények, fﬁlug'a homérséklet fluktuicidl okozzak.

Nem teljesen eldéntétt kérdés, de valosziniileg ez a mecha-
nizmusa 8 rejtélyes "1/f zajnak®, Amint & 2. abrén feltﬁntettuk,
a moduléclds zajspektrumok kisfrekvencids végén lcg;ébbszﬁr
kiemelkedik agy hegyes c¢sucs, amelynek frekvenciafiiggése dur-
vén V'(hagyoményos jelslésben 1/f) alaku, Bzt eldszdr £élve-
zetdkidn figyeiték meg és sok éven keresztill hidba probalték
specidlis rekombinacidés folyamatokkal OSsszekapcsolni. Késdbb
fémes vékony rétegeken is sikeriilt megfigyelni, ami megmutatita,
hogy nem a téltéshordozdk szdménak, hanem mozgékonysiguknak
fluktuaciéjardl lahat szé._Ennak lagkézenfekvobb oka a wér
emlitett hémérsékletfluktuicis, A meggyszd kisérleti bizonyi
tashoz még valéazinilileg sokat kell dolgozni, de az eddig pub-
1ik4lt vizsgalatok /Voss és Clarke cikkei a Physical Review

Letters~ben 1974 6%a/ a kép helyessége mellett szblnak,

~Iredalom

‘CH.EITTEL: Elementary Statistical Physics, Wiley, 1958.

H.B.CALLEN, T.A.WELTON: Phys. Rev, 83, 34 /1951/
¥, GARDNER: Scientific Ameriecarn 238, No.4, 16 /1978/
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7.4 Yinatikus Ising-modell és & kristilyndvekedés

stochasztikus modellde

7.1 Bevezetés

A Bok szabadsigi foku, kblesdnhatd részecskdékbSl 4116
rendszer fizikai tulajdonsdgait vagy e fenomenolégikus termq—
dinamiks vegy 8 mikrosskdépikus alapokrdl kiinduld statimztikus
Fizikas segitségével adhatjuk meg. He aszonban idéfilggd tulajdon-
sigokat ekerunk leirni, nem 411 rendel¥eazdésiinkre egységesﬂelmé—
let. 4 jelenségek tanulmdnyozdgdndl komoly gzerepet kapnak a
modellek A vizszilt readszert, amelynek iddbeli viselkedésmét
egrakt médon kbvathetjilk, stochessztikue sgyenletekkel tudink 7
majd leirei.

Eldszéir a ferromigneses enysgok tulajedonsdgeinak viza-

gilatira bevezetett modell dinamikei tovdbbfe]lesztésérdl lesz

28, 42 ezyensulyil modell alapﬁtlefé 1924 -bS1, Lenz gvdjei

[is]

Pizikustdl szdrmezik. Hevét E. LeingrSl kepts, aki 1925-ben
értelmezte &2 megoldotts sz egy-dimenzids rendezer problémd-

KégfHbb, 1942~ben Onsager megolddst teldlt & két-dimenzios

()
f1LIN
ot

oroblémira is. Az idSfiizzés beépitdsét de¢ néhdny egyszeribdb
eset végigszdmelisdt 1963-ben Glauber végezte el, ezéri lett a
neve Glsuber-modell. Gyskrebban hasznilt 2z kinetikus Ising-
meodell elnevezds, amely az. idéfigzést Jelzi.

¥dr Ising és5 Onseger munkii is erra unteltak, hogy az alap-

folitevések dltsldancsithatdk illetve ez eredminyek formalisan
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tovébbvihetdk kiilonbsz8 rendszerekre /pl. : %ét komponensii
divozetek, stb. /. 4 sztatikdhoz hasonld a helyzet & dinamiki-
ban is. A mésodik részben a modell al%almszisaival foglalkozunk,
4 méggeses rendszerre vonatkozd egyszeri szimolds utdn, vsla-
mely kristdly olvadéxhdl $576ns noveredéaének modelljét fog-

juk vizsgzdlini,

7.2 Az Ising-modell

# ferromigneses anyrgek spontdn mdgneses momentunmal
rendelkeznek, azsz kilol migneses tér nélkil is van mignege~
zettsdgiik, Mivel & telitdei mignesezettedy extenziv mennyisdg,
ez arrz ulsl, hogy érdemes az anvag legkisebb ezységéhaz ren-
delni egy migneses értéket. A kvanturmechanitks alapjdn is. sziik-
ségazeri, hogy ez stomok ~bizonyos esetekben- migneses mo-
mentummal rendelkezzenek. Ezel alapjdn az Ising-modell a
¥ovetkezd Teltevésekkel definidlhaté:
oLy A Terromigneses anyeg minden ricspont jdhoz hozzirendel-

hetd egy spin, mely kiilsd mégneaes_térben ~-B28Z rHg~

sitve 2,7" tengelyt- 2 mizneses tér irdnydbe, vegy

UN

vele ellentétesen 411 be, Mdsképpen fogalmazva, a epinek
szdmdre csek egy irdny ldtezik.

B., Ktlesbnhatds csak.a szomazédos spinel kdzoti van.3ﬁ az
E’j elsd-szmaezéd récspontoﬁban 418 spinek% kbzBiti ¥&l-
cstnhatdst jellemzd energie, melyet e %vantummechanixs
secitrépdvel adhatun meg, —2T}U

ezt a munvdt jelen-

%i, amil zhhon szilkeédges, hogy két sz-mszddos, eredeti-
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ra ! r e Tl ~ rd .VI rd Id rd
leg ellentétesen £114 gpint pdrhuzemesan d11itsunk. oh.; felteves értelmében~ {+ﬂ-q ertékek adjak zz értdkkészie~

Kdnnyen beldthztd, hogy ha “.};j>0-,minden i}J' spinpdr e- ‘ ) tét; és véletlenszeriien veszi fel ezen két £llapot valamelyi-
seién, a rendszer szimdrs energetikailag zz kedvezd, ha , két. Az dtmenetek oka egyrémzt a rendezer T héméreédklete, mig-
a splnek egy irdnyban £11nak, azaz sz anyag ferromignes., . régzt 8 spinék k8ztl kblestnhatdis, Igy az egyes spinek dtmeneti
Elienkezd esetben 3“—«(0, az anvag antiferromdpgnes, valdszinliségel feltehetfen 'fiiggeni fognak 2 kbzvetlen szomszé~
%., & rendszer Hemilton-fiiggvénye tartalmazni fogja a spi- : dok pillapatnyi értékétsl és a hitartdly dllspotdtdl. Bz az
nekx %53ti kBlcsdnhatdst és a kilsd tér energié JArulé- ~ oka, hogy statisztikus korreldcid jtn létre s ¥kdzel szomszéd
Vit opinek értékei k¥z8tt, A rendezer dllapotalt sz § vektorral
f},{__u _Z }ij G5 -H Z s: L /7.1/ - Jellemeszhetjilk. Feltessszilk, hogy ez 1d8beli vdltozds Hark‘c'v'* 7
& spinek mizneses n;lgmetékét egyséanyine vilasatotbuk ; folyamet. A valdpzinfiség eloszldsra mesier egyenletet irhatunk
(/1.(=4).Feltételezve, hogy minden spin-pirrs ugyanolyan : fel.
» wSlessnhatds, 2 \;ﬁvet-’rezé’ Hemilton-Tliggvénghez ju- 4 legegysszeriibb rendsser tdrgyaldsdval vezetilik be a prob—
- }}’f=-325,-$j _H ZS: . frdemes megfigyedni, hozy ; lémdt, Tekintsink egyetlen részecskét, amely %ét dllapota ko~
oo ! . _ e , z5tt véletlenszeriien ugrdl, hiszen sdott T hémérsékletd hé-
8z Osczenersgie erzéketlen az Osszes spin megforditasra, :
cmennyiben o ¥ilsd tér . H=0. _ tartdllyal van kapesolatban. Annak valésziniisége, hogy & spin
L statisztivus fiziva médszereivel emnek a rendszernek felveszi ez § éridket a 1 idSpillenatben : Plsi), mEI'?l‘E:
merhatdrozhatiuk 22z egvensulyi parsmétereit, amelyek ‘ P(.‘:,{)‘-*- jz—[ﬁ-{-sc{('{:)] y
361 leiridk bizonyos redlis mdgneses testek tulajdonsi- ahol a qft) 8 spin vdrhatd Srtéves .
coit, - g8z <stti> = P~ Plat) = gloe™™",
Lz id6flgzés vizsgilatdhoz azonban tovdbb kell lépniinik, : Mindez kdnnyen igazolhatd a 1._:1. fejezet 2, péladja slapjdn.
hiszen eddig erre vonatirozdan nincs feltevésiink, Fem nehéz megfozalmazni azokat sz egyenleteket sem, amew
lyek leirjéx modelliin:k viselvedését homogén mdgneses térben
7.% iz esydimenzids kinetikus Ising-modell: _ “/ L 2L4Tejezet, 4. feledat/. 4 gpin tengelyével pirhuzamos p_lég-

neges tér sz S=*4 dlispotok valsmelyiwét kitlinteti, igy & kéb
Vizsgdliuk N darsb rdgzitett részeceke spinjéi, mint 3 e N . .. . ,
Vizsgaliuk gaivery PLRIES, allapotrs nem ugysnaz az idSegységre vonetkozd dtmeneti vald-
136 filgevinyét: & (¢ fedi2y... N, amelynek —az . . . ~2pH$
2z 186 fuggvényét: silt)  iediay ’ szinliség. A részletes egyenauly elve szerlnt:w(s}/w(-5)=e s,



shol: wls) ennsk valdezinlisége, hogy bekbvetkezik ag §-—+-35
-] &

PR 4 i~ e .
dtmenet, itpvibDbi ﬁsz? 5 {hx—-4+eﬁx azonosgag alap-
J4n ¥ipaven heldthatd, hogy

wis)  4~s5thgH
i-5) 4+Sihpt
2z seriteiget 2d az £imeneti valdszinliség matematikal meg-

mzisfhaz, Vegylk figyelembe, hogy H =0 —ra wis)=W 5
fentis¥ glapiin. B vé% utdbbi Seszefiiggésbll
w{s) =y (4= 5 th pH) [i.27

f

in vdrnatd értéwét leird egyenletre 8 kbvetkezd

te
o
5
G
+
©
0
L]
ho

dltle —2w[gll-thpH] . /1.3/
Lz eredmény abbdl a szemponibdl is érdeves, hogy cegitsdgé-
=gl figvelembe vehetjilx & migneses tér idObeli viltozdedt is.

hit)= 4h pHH

oldéds ekkor:

Legyen ! A spin dtlagértdkére adddd meg-

—rvwe (4 -ta) Jt g (1)

Q(({}:ZQ{‘,Q <4 2 ) b({’)(l\}’-‘(u) d'&l ! /7-4/

ghol %, 68 go=qglda kezggtiértékek. /T.47 megadjsz, hogy =
rendszer dtlagos mégnesezettség? hogyan vdltozik idébhen.

k2 el8bbi zondolatmeretet kbvetve, vizsgdljuk ez N
spinbil 4116 léncot. 4 spinek mindegyive kBlestnhat a hé-
t2rt£1lyvel &5 legktzelebbi szomszédaival, %éslbb a killsd tér~
~el is, Az Ising-modsell figyelembevételével a rendszernek N

. . . s
digz¥rét felvehetd értéke van. TFeliesszik, hogy egységnyl

[ =N

&5 alatt csae% egy spin fordul At, mig 8 t#vbielk pillanat-

ayileg viltozatlanok. He wj;ls) ennak idSegységre vonatkozd

m

ftmensti veldsziniisége, hogy 2 |-dik spin 23 5; -ril 8 -5

{iv

J— SR U . Jor e '
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értékre étfordul,'mig az Sesszes t8bbi spin pillanatnyilag

mozduletlan, akkor e master egyenlet & kivetkezd alsku:

Pl st = =2 w, {51')P(54---5'_:—-5N:{}+§j: wil5i) P s, s prsivesint ). /7,57
; :

Moat & kvantitstiv megfeleltetés drdelében idézziiv fel
ujra &z Ising-medell Hamilton-Pligzvényét, Homogén esetben,
kiilsd tér nélkiiz: M= —34!\;5[ Si44 « A Témzletes egy:ensuly fel-

tétele meghstdrozze sz dtmeneti valdsziniicégek mdnvdt /2,3 fe-

jezet/: ~pre{s + 5, )
(uj( 54‘} _ e
Wil-g;) 8% (S4%5)
A %Bvetkez$ szonos dtelsakitdst felheszndlva:

tAs

6 —chAzs chA= chA (42 5thA) |
ez dtmeneti wlészinliségekre az aldbbi Ssszefliggzést kapjuk:

wilsi) A= SR ISt i) 4= § 8i(Si+Sin) th 207

wil-5;) At S thg 3 ( Sims+Siaa)
bz utoled lépést s

444 5085 +Sie) th2p3
lehetséges értékeinek behelyettemitégée
vel igazolhatjuk. & répzletes egyensuly elvével dsszhansban

8z ditmeneti valdsziniisée s

Luifﬁs}:—;:(z[---—lj5‘](55_4453.“)7) /7.6/

alskben vdlaszthatd meg, shol w=th2f] dg d olysn kons-

tzns, melynek reciproks -mint 1dtni fogjuk- = folysmat

 karakterisztivus ideje. Az, hogy az itmencii veldpziniiséget
ilyen alakban kell megvdlzszieni, egyszeri uton, az Ieing-

nodell feltételezémeit hascnilve is megérthets, Ha kivdlessat-

juk s -t ennek megfelelden 5., €s 5., szerepelhet az 4t~
J ] & =4 4
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EED“ul valészinliségben, Ha 2ze¥k a2 spinek antipesrallel helyeZw

vednek el,-§ =5, 48 Hamilion-flggvény tulejdensdgsl elspjdn

2z 5. két 4llapots energetivailag ekvivslens,igy §; mindkéd
-
{rdnyban ugyanolyan valéeziniiséggel dllhat: wilg)=——.

J 65 J+4 helyan 16v3 spinek ugjanazt gz értéket ve-~ ‘

sziy fel, & =4, , azez pdrhuzamosak, skvor & Koz tity 1évs

epin paralldfvagy antiparallel 411 hozzdjuk képest, A %ét be~

lehet ugyanolyan valdsziniiségi, A fenti szimmetri-
ks esethez képest az egyik dtfordulds vellsziniisége meznd

[ 5 e a) ) , @ misik lecsdkken (§=(4 —c}} . Az a,c pae-
~améterey Tizgnek a kdlcabnhatis eldjelétEl, Vagy = parallel
/ferromégnsses/ Allapot, vegy a2 antipsrsllel Jantiferromdg~
neses/ Sllapot lesz hosszebb életl, s ez hatdrozza meg, hogy
& rendszer melyik #llapothoz tert. A ﬁenti gzdimolds a =& =
=1h 2Bd .t hetdroz megz.

4 P(a,-nxnﬁ} master ezyenletet kieldgitd flggvénysk s

rendszer legteljesebb leirdsdnav lehetSsézét adjdk.

A valdszinliségek meghatirozdsa-kilonbdsen N nagy

drtéveire — npehéz feladet; ugyenelkkor a gyekorlatilag ér-

devas problémikhor kevesebb informicid, nevezeiesen az 4%
lagértével: ismerete, is elegendd. Mieldtt ezt matematikeilag
régzlet

esen vizsgilnink, vezessiik be a spin dtleg éz & kor-

relicids Tlgzvény Tfogalmdt:

of-(il"-—’-<5i>=“Zz_ -Sgp([ﬁ,i) ) /7.1/
r = i) s leh> = Z s 8 pl1ent) 7.8/

T5% 151 = §h 8090 §jue Sy B splnek egy adott elrendezését Je-
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lenti,

4 %BvelkezSkben 41taldnos wifejezdst vezetlnk le a va-

lészinisézekre, Legyen 5 &8 s a | -div spin *ét kilon-

btzd lehetséges értéke. Ekkor

4, 8=
A4 'Y Y N
1(4+gg]—{0 D

1 ST

Bnnek a flggvénynev o segitedgével egy triviilis azonossdg

adhatd meg.

P(“I 'E')" —E (4+54£4)(1+52 )

Elvégezve a szorzauokat ég

(r+sess) PlEsIE)

Usszegzéseket, /7.7/6é8/7.8/ elap-

jin a kBvetkezd sorfejtés—szeri végeredménre jutunk:

Plisy, {)—-w—[4+§j5,q£t)4-§? S S Gl ]

.9_
g
Ennek segitségével a redukdlt valdsziniiségekst a kBvelkezd-

/'7.9/

képpen definidlhatink &g szdmolhatjuk a P(UL{} sorfejtés ig~

meretébens

P;( 55,{:} = Z

Plisnt) =41+ s 48]

feF53
mivels: :
4
> oA T s (£1+}:,s“5‘ﬁ<‘-{f)+... =
sy [ s kb ]
-4
=3 Z 4+siq¢(’c}+zl Sy Sy [-(+5ioﬁ(t]] .
o foxg] ey '
Hasonldan®

P (5“5k.{)—f§ P({S'i t e-—-[ws&ch( £+ St 555, 1 Jk(“]
$F 581

Elfszir az -k vérhatd Sritdkeire vezetiink le egyenletet. 4/75/

mester egrenletet swmorozzul meg s, - vel, s Bsszegesziink az

s £llspotra:
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L. s Pl g_;[— S s wits Plasnd) +J.Z secitos) P(tg-57,4)]
(5] s J
eghol

is,-5] =SyvSare 0 081750 Sieye - o5, elrendezés rivid jels-

lése. Cseréljik fel a vét szummdd, &s vegyiik fizyelembe, hogy
a j -re t8rténd Ssesegués valdjdban egy adott (s elrende-

- R . N _
zés Bsszes N helyén fuot végig., Izy ezt két részre bonthst

juk,a j=k illetve j+k eselexre:
.{H 15)
I

+ Z (— Sy qu(gK}P({SE,'I:) -+ Sku‘)‘k ("SK}‘P({S}—SkL{))
i5t
Figyelembe véve, hogy g

éa 5, 8 t4 értivevet venetikx fel,

:Snnyen beldthatd, hogy sz elsd tag algebral Bsszege zérus,

<

Gondeljunk css% errs, hogy ha {51} mninden eirendezédsét meg-
vizsgiljuk, abba beletartozna¥ olyan elrendezések, amelyek
j —ik helyén mindig g

van, de 8 K ~dik helyen egyszer

+4, 8EYBZEY -4} Ugyenezdért a mdsodik teg egyszeriigitheid, s

s Plisntl = Z}[—skuk{sk)P(zsLﬂ “{~8,} wkb—sk}P((s,_sk;,{ﬂ:
. s

= -2, S s ) Ples? £) )
£51

jsi]
]
m
8

/7.10/

55 §,-val

gl ~2 (s, (s,08))) .

Sl d - o i v a £
Hescnlokeppen, ha a mazter egvenlet mindvwei oldasldt

s20r zzuk Ejik) ég {§] -re Bsezezesziinlk:

}.k(£j=-1§: sjsk{wj(ﬁ;)+wk{5k'l} P{fﬂ.{) = ‘—9-‘<~5;'(+—)5k(“{uf(55(*))""'-‘)&&(514(%))»'”‘11/
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Lriemes megjegrezni, hogy /7.9/,/7.10/ é8 /T.11/ leve-

-161—~

Y]

zetése gordn 8 2 egylitthatd kivételével nem heezniltu) ki,

hegy a rendszer egydimenzids,
Hs /7.10/~be a3z egy dimenzidban éfvényes /7.6/ dtmeneti

valdsziniiséget beirjuk, differencidlegyenletek rekurziv

rendszerdt kapjuk:

c'yk {thee -2 < st {%(4" -‘g_-.sk-[%( + Sty }”> 3

az2az:

T =g+ g W gy, te)) /1.12/
A 4. példdban /1,: 47, 0idel/ hasznilt médzzer elkslmazigs-~
vel %Uldnbdz8 kezdeti feltételek mellett meg tudjuk oldani

8% egyenletlinket, Tegyiik fel, hegy at, 1id8pillanatben a

gpinfiigzvények értdkei G = qL&.L Exkor

g ()= & ™ 2. gt I (ewte-s)

mely megedja, hogy kilsd tér hifnydban hogyan tart zérushoz

, /7.13/

8 mignesezettség az Ising-modellben.

Hasonld médon-/T.11/-he behelyettesitve és elvégezve a

¥ijelslt miiveleteket:

=2t R R e e ) /7.14/

- 7 hied + i =4k + fELEN
4 tovdbbiakban sziksidgiink lesz a korrelicids figgvények-

re 8z egyensulyi helyzetben, Peltételezhetjik, hogy a rend-

5%zer trengzldcids szimmetrift mutet, smi & korreldeids fligg-

vényre a kbvetkezd egyszerisitdst jelenti:

k= ¥jko=Ten & .
Most tehdt a kivetkezd egyenletrendszert kell vizsgilni

_ii;m=0=-2?m+7(rm_4+rm+dl )

1 /7.15/
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fo=4 .
Tl
Zrridl nem npehéz beldtni, hogy r, =17 alakban kereshetjik a

ghol ¥ értéwét figyelembe véve: “1=thfBJ

7.4 i kinetikus Ising-modell mégneses térben

Jeldjliv vesszfssal a kiilsd tér jelenlétében megvaldsuld
tmeneti valdszinliséget, A részletes egyensuly elve alapjdn:

Lu:' () exp(-ﬂﬁég[3(6;_4*1-55”}1—!'"!]} gl aapH g
el pal i 1] il

Wint /7.2/ levezetdasekor lattulk:

Wilsi)  wplsp{1-sithph )
i) T wi-s{4 +58hpH )

wil-4)

Ez alepjdn W} a k&vetkezd slakban vilaszihatd:

u}(sﬂ: ui(si)(a;-si‘c.h BH )= bJj(Sj]('i— Eh b('i‘.)) . /T7.16/

Vegyile észre, hogyah=desebre az eldzd rész eredménydhez ju-

+
v

=]

ftunv vissza, Irjak be olg) /7.6/-beli értéxét és végezzlk
el z szorzdst:

whls)= 5 {4-sip 8+ blt)-s;} - (87, 4550, ) | /1217
Most sz § dtlegdra feliri mozgdsegyenlet inhomogén linedris

differenciil egyenlet lessz:

. 7
%Qﬂﬂz*wﬂ+gh@ﬁQmﬂ+Mﬂﬁpi(mJ+mﬂﬂ 'W/TJB/

m

homagén egyenlet megolddsdt /7.13/ alapjdn adottnak vehei-
jitv, ‘4z inhomozén tag azonbsn matematikailag elég negy ne-

hézsézet jelen®, nemcsek b(H‘{), henem &z K, ;

eg ?’m'“
megjelenése miatt is, Bzért csa =t ez egyszeril esetel vizg-

ziljuv meg, melybern a migneses Lér elegendlen gyenge, azZaz

=16

H «KT. Exkor:

b(H)=£hﬁI—|({]§?’;—:H(£] ) /7.19/

Egyszéruség kedvédrt az egyenletevet csak 2 termodinsmikai
egyensulyhoz ktzeli d1lapotokban vizggdljiuk, Ilvenkor a kor-
reldcids Tligzvényt az egyensulyi értdkével helyettesithetjiik.
/7.15/ alapidn

foai

=ty =thpd /T.20/

Feihsszndlva, hogy 4~£h2J<¥hx=zEE;,a /7.18/-e%  /7.19/ és
/T7.20/ segitségével a wiveikezd egyszerii slakra hozhatiuk:

H{i) 1
kT ch é% )
& partikuldris megoldds — visszahelyettesitéasel kdnnyen i-

4 ¥
7 att=-aq g la qul+ /7.21/
gazolhatd—~ a kivetkezd integrilkifejezés:

+
- | el g
o { el I HE de , /7.22/

ahol 1, & vezdeti 'iddpillsnat.,
Mivel a homogén tagra a2 megolddst /7.13/ megodia, elittiink 411
a spin-dtlagra vonstrozd 1d8filggvény.

Alvalmazzuk eredményiinvet & frevvencis fiiggd migneses
sruczeeptibilités kiszdmoldsdra! A test mignesezetisige de~
finicid szerint: <M[f)>-:§ qult}

H{t=H, ¢

mégneses tér, amelyst.negyon régen

. Hasson a spin-rendészerre

{t—> -] ¥apesoltunk be.
Emiatt 2 hemegén tag mir nem ed jdrulévot (14eq: /7.13/),
izgy /7.22/ segitségével:

+
4N f e (-7 (t- 1) ! St
T WT eh(23er) :

<MD
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14 o
= N — Ho, e
kT ch(2¥ur] LU-T)-iw

4 migneses szuszeeptibilitds definicidja:
jwt
LMD =% (w)H; e

dtglavitds utdn
23
N = & {4=7)

(wt

BobS1l slgebrel

X(Lu)=—~—k_r a =71 iw
Sredményiink & Yis frekvencids hatdresetben a2z N elemli spin-
ldne Ising-modelljéne™ szistilus szuszceptibilitdsirs az is-
mert Bsczefligzést adje:
23
( ) N [y
‘(o) =— &
* kT
Zddig egvdimenzids rondszerrel foglalkoztunk, shol =

modell slapjin & legtbhd szdmolds egzakt mdédon elvégezhetd

volt. 4 velddi rendszerel azonban hdrom dimenzidsak, s igy

weglamilyen Vvizelitd médszert alralmazun', Az elf-
=% fejezstevYben levesetett Ssgszef uggesek[/?.?/*/?.ll/]érvény—
y hdrom dimenzids esetben is. 4 kUzelités elsl~
meneti valdszinliségeket fogje érinteni, Annalk

gllenére, hogy az Ising-modell e valdsdgos kristdlyos enyag

egyozerd mo t8bb jelensds értelmezhetd vele nemesal

dellje,
5 mirnoscsaés elméletében, hanem 22 snyagss

ig, Brre ldtoank példdt e %ovetwezd Tejegmietben.

o roldda
om-direnzids kinetivwns Ising-modell kBzelitd megoldd

Vizegsljuy most meg, houyan vdlt-zik iddben a modell

. i i 2 p czdmolds—
nignesezettsdze & killsd tér wikepcsoldssutin. A ezdmolis
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ban dtlag-tér kdzelitdst haszndlunk,, amely =z egyik legegy-

szeribb approximicides médszer 2 %Slcsbnhatd sokrészeceke-

rendszerel sztatikus és dinamikus Jelengégeinek vizagdlets-

ban, Feltevésiink szerint bdrmely spinre s ktrnyezet valami-

lyen £tlag~térrel hat, melyet g kbrnyesd spinek dtlexréptéke

hatéroz meg. A kiszemelttdl eltérd spinekre ezdrt a kBvetkez§

kozelitést hapzndljuk:

Sy =<8, beost g .
85t, a trenszldcids ezimmetria miatt:
L8> =< 8> |

dzeket a feltételeket /7, libe helyetteritve olyan rendszerhez

Jutunk, melyben minden egyes mpinre s Hq¥ dtlag tér hat:

1{ Zn (H+E ]’Iik\ik)—;z~j(H-r)\<S>}
s A

Njk

é8 8z OBspzegzén az elgh swomsZédokra vonatkozik. Ezek mistd

1 /7.23/
shol:

a /7.2/ dtmeneti valésziniiség alkalmazhatd, ahol a ¥iilsd tér
bhelyett sz effektiv tér jelenik megs:

w(s}-—(»f—s%the#) /17.24/
/7 24/~t /7.10/-be helyettesitve g apin dtlagdra & kivetkezd
kifejezést kapjuk:

/7.25/

Wem irtunk 1ndexeket mivel az Ggszes atlegmfugbveny ngyanugy

i. & (t)= -~ s thp(H+dq) .

viselkedik, ErdeXes megfigyelni, hogy = stsc10narius

'esetben{q,—o) az ismert sztatitus viselkeddst kapjuk vissza:

o =thB(H+Ag) /7.26/
/7.26/~nax a H=0 enmetben is létezik q#0 megolddsa a kri-

tikus homérséxlet: T.=MA/k alatt, TO>T. esetén azonban ceak
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=0 lehet megoldds,
shhoz, hogy 2 relexicids 148 hémérséirleifiiggédsdt a kriti-
kus hdméreéklet %Ozelében megheaitdrnzsuk, fejteillr sorba /7.25/-
9%, 4 kiilsd tér nélkiili esetekben s termikus egyensuly 4llspo-
tahon kEzel, zzesz G kis grtikeire:

3
%g&ﬂz—q+pkq—%@ﬂcf .

3
PR VI :;i(&
E"ﬁ?ZTE’ %s&)’
/\=|"<.T;_"_*Pc.' ] C}-*:/[/ol:—

zzel & differenciil egyenletiink:
AL A 3
LG =~ tq-0g

zlavu lecz, amelybSl 23 y= q;l — es helysttesités, ugynevezeit
t

; .
attr=|(§ s 5 )e" -8 . /7.27/
3 g £
It g, q&)értéke a kezdeti,t =0 iddpillanatban, Az esxponen-

5]
o
.
<t
©
M
ot
-
[}

[iE]
ot
®
e
®
=
o
mn
w
o+
=g
o
3
o}
|

anrag Terromizneses 41llapotban van, T > 1.  ecetén a kitevd po-
Pl . v P - - -
zitiv,és igy cy&}exponenc1allsen tazrt zérushaz, Ez azt jelenti

Rogy ez anyeg magas himérsékleten nem tud mizpeses gzemponi-

4 folveamatot rendszerint sz egyensulyi értfkhesz tartds idew-

jével,rs relaxdcids idfvel jellemzil, zmelyre /7.27/-b8L a
A
pot 4T
g4 T
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kifejezést kepjuk., Az eredmény azt motatja, hogy a rendszer
8 ¥ritikus hémérséklethez kbzeledve egyre lassulve ér el e-
gyensulyi 4llepotdba. Ez a2z ugynevezeii kritikus lelassnlds
jelensége.

E T—Te esetén a /7.27/-%en az exponenciflis kifejezée

sorbefejthetd:

aal
e = A4 2at+.,

Ezt felbasznilva, & T=T.-nél a ktvetkezd megoldsds adddik:

o (TT it e /7.28/,
Vg + B2

amibdl ldtezik, hogy & kritikns himéreékleten a relaxdlds
jéval lessubb, hiszen csak hatvinyfigzvény szerint térténll
(g~ ")

4 kBvetkezd £bre a mdgnesesség kvalitativ viselkedéadt

mutatje. q{i)

%e
x

l. &bra

T.6 A kristdlynivekedds kinetikdja

4 8zildrd anyeg g6zb8l, oldatbdl vagy olvaddkbdl torté-

28 kikristilyosoddsa elslrendi fdzisdtelajulis. Ennek az Ata-
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lakuldsnak nem ismerji: sz dtfogd elmdletédt, A részecale-
rendszer olyan modelljét valasztjulk, melyen a kinetikdt sto-
chasztivus folysmatkéni értelmezhetjik. Az eldzd fejeZetben
bemutetott utat fogjuk kivetni, Igy fel kell tenniink azt,
hogy & részecskék egy adott szildrd rdcsbasn kondenzilédnalk,
¥em célunk snnak meghétérozﬁsa, hogy milyen kristéiyszer—
Yezet alakul ki, Tovdbbi “eorlditozist jelent, hogy a rendszer
némérsékletinelr joval a hdrmaspont zlatt kell lennie azért

}
hogy 2 rdcsdllandd himérséklet-Tizzdsdt elhanyagolhassuk, é
igy mepfeleld leirdsdt adjuk o gdzbdl, oldatbdl terténd kris-
tZlyosoddsnak.

4 szildrdtest "feliilete” alstt nem melematikai sbaziralk-

cidt ériunk, hanem vét véges kiterjedésl makroszkdpivus fdzis

érintrezésekor azt az elhanysgolhaté ﬁastagségu hatdrréteget,

n
amelyben a fizikai tulajdonsdgor mskroszkdpivusan gyorsan vdl-

toznak, 4 vdltozds olyan, hogy a fizikei parsméterek kvdzi-
folytonosen mdédesulva alakulnak az egyik kizegbeli értékrsl

2 misiy kbzegbeli értékre. 5 Wristdlyok feliilete " mikroszkd-

oikus" €s "makroszkdSpikus" értelemben is lehet "durva" illetve

in
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=
e
i
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=
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oz 2 felilleti energis kristdlytani irdnycktdl

Bz okozza, hogy smennyiben a krlstﬂlyfelulet

nem pirhuzamos az energis dltsl kitiintetett valamelyik irdnnysl,

¢

&z anysg olyan tdredezett siklapokkal hetérolt térfogatban
ieye¥szik elhelyezkedni, ahol ezek a siko¥ valamilyen mini-

milis energidin feliilettel parhuzemosalk.

energetikailog

kedvezd | ird

Z.&bra

Atomi méretekben zzonban az clébb emlitett girok ig érdesclk

A mi ér@eklﬁdésﬁnk erre irdnyul. Vizsgdljuk tehdt exy mikrosz-
képivus feliilet jellemzSi%. A kialakuld szerrezetben a kivetkew

’

z§ alavzatokat talaljuk:

{erasy

ia e
vokancia levogzon atom o teraszon

{okozatosan

esokkens aner-
9idfd felilelek

i
atom oz elen

GZONOS ehergi-

ajts {elalelek

a kristély belsefe

50 ébl‘&.

A fels§ réteg energidja = legnagyobb, igy ez & legke~
vésbé LBtott Az atom k8tSttségének mértéve nyilvdn fligg
attdl is, hogy hiny szomszddias vonzze §t. Izy a stabil bed-
piilés szempontjiibdl g legkedvezdbh e vakancia, esetl%g vala-

milyen léced, 2z legkedvezSilenebb 2 terssz, illetve idealie

" 241t esesiben & végtelen sik, Ahhoz, hogy folyamsios stom-bed-

riilése) legvenek, £112ndd utinpdtldsre, =zaz 411andd “émisi
potenciélbﬁlﬁnbségre ven szlikség, De s feliiletnbvekedds — a-

mely zz iddegreds alatt betoltsdd feliileteV szdmival 5Tinvos—
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ak¥or egyenletes, ha sz aton mindig taldl éleket ég lépesd-

- Ilyenvor = ¥ristdly tomegénel nivereddse jé vozelitdssel
d1llsndd, és erényos o kémisi potencidi%iilnbeégzel. Ellenke-
28 esetben meg kell vdrni azt a2 ritkz eseményt, hogy i5bb stom
exymis mellé weriilésével ugynevezett ﬁegképzﬁdés induljon megz,
amely & tovdbbi bedpiildst megkinnyiti, Ezt igazoljék azok g
kisérletel,melvek szrint haaldilénbiszd mddon el8kdszitett felii~
leteket vgyanazon termodinamikei feltételek mellett vizsgiljul,

-

mds médon zajlik le,

3L

feliiletnbvekedds mis-

[}

AZ elébb emlifett jelengdeel nagy részéil egy, 2 Glauber~
ellhez hesonld szdmoldssal 391 lehet Ydzeliteni, Az egy-
vragonensi kristdly-ziz heatdrTeliilet modellezésekor vizsgdljiunk

ey edott kristdlyszimmetridju rdosot, smelynek rédcapontjai
részben atomok¥al vannak megtiltve. Igy a2z | -ik helyen a
fonceniricid a  ¢=fo,4] Kétériéwi figevénayel irhats le,

L oe; ds sy ¥GzBit egyszery trenszformicids de szeflizgés van:
Si=12c¢;-4 . Hodelllintne- tartalmaznia kell szt a tendencidt,
Rogy ez ujonnan beéplils ztom szimdre Yedvezdob 2 mir kordbbsn
betfltstt hely melld weriilni. Bnnek az Ising-modellhez hason-
16 Hamilton-fizevény tess eleget, A valtozdlk trenszformicidja
nem o%oz lénysges vdlt-zist, gy megmeradheatunk sz eredeti je-
151ée mellett. Az s, =44 értdk azt jelei, h&gy a rdcspont be-
tH1t0%t, miz ez §;=-4 Ures helyre utasl. Ekkor az Jgszener~
gidt Wifejezd Gsszefiizzés formilis eneldgidban /7.1/-gyel:

== 3y s ~A/»i26:+\f(253) : /7.297

13
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ahol 3@ a ktlesBnhatdisi epergis, pu a lovilis wémiei po-
tencidl-%iilonbség a %két fazis kazatt,\/ﬁﬂ) pedig egy taszitd
potencidl. A Viist)  fiizavény segitzégdvel ¥ilonbszd tovibbi
feltételeket irhatun® el4. .P1,: megtilthatjur Ures helyek
-varanciik- vigszamaraddsst a heatdrfeliilet moégott, ha \/hﬂ=cﬂ
minden olysn elrendezésre, ahol sz | -ediv Ures hely W5riili
Usszes szomszéd betdltstt. Természetesen a /T7.29/-ben szerep-
18 Gsszegzésben sz elsd index /i/ a leg'6zeledbi sz-mszédolb-
re vonatkozik; e mdsodik a rdcshelyekre. A ¥inetikdt a mester
egyenlettel vezethetjlik be. Ehhez el8s2dr a részletes egven-
suly feltételébdl kiindulve az dimenetsi voldsziniaérmet well
megadrl, A /7.2/ szdrmaztatdsskor wovetett gondolatmenet al-
kalmazhatd, Az dtmeneti vsldsziniiséz egy ujabb, 2 Vi) -

tartelmezd tényezdvel bdvil.
Qj(sijz;;:. u(\/(rs:)] [d—sﬁkﬁHj] ) /7.30/,

ahol:
H-=Z %kskw_\./u .
AT 41ta1anos kifejezés utin ndzzilx meg, hogyan adhstd meg
ulistl %€t specidiis esetben.
Az egyszerd Ising-modell: V{Is)=0 ., Ilyenvor ului)=4
hz 3AS /solid-gbove-solid/ vsgy mds szdvol vasncio men-
tes fellilet-nBvelreddés modellben \Aissij=o¢ minden olyan eset-—

ben, ahnl 2 koordindtsrendszer 2 tengelyére merilages sivov

tott 5 sik i —i¥x pontjiban nincs st m, mig 2 felette 1é-

vS  j+4-1ir dr az alatta 1év§ j—4=ix si%  i-1v pontja
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. T U o , . cq s
] ! hiszen vednlizéds cank 5;=-4 esetben lehet, migz Yilépéchesz
betiligtt: ! an g S -
| szidsdres, hozy Sj=+ legren. 4 /7.31/ ezveniat cegitsésdvel

. 5 problidminv esatolt differencil egyenictey sornzstdire eazvaze~

4 rleddiut, 4 sok viltosds csatnl: egvenleirendszert Atlsaz-tép
i : " s . P
- Wozalitésben vizsziljur, Az dtlrgoldst réterenvdnt végezziiv

trmna' nézy szom.

Minden mis esetven Wl(ist)=0 . Ha Vs = oo az itmeneti szec] z = ndsinrliny véged clavjas

(S

Fa%
velosziniiség értelemszeriier zérusg! Ezt olyan ty ~-pal érhet-

4 . i ; .
u(fsxlf—g[z +5J._‘-s’.n—s‘_(.s‘-_(+s}ﬂ)] . /7,257

ahol a2 aled index a2 sikot, 2 felsd s si adott pontjit jelle-~

meik. & vdlasstds jogossdzdt behelyettesitéssel ellendrizhet-

dn. 4 redlis kezde-

Juv. A szimoldsovat d41ltaldban erre a Wit modellre végzilk el, 1 Ieltdtole m2:irédsdhoz zzonban t8ob zziz ssrepdicrre van
mivel a valddi rendszerhes viszouyitvg ezek hatdresetek; u- szllsés. emelrenel oz exvenletovbe térténd beirdcs. wejd wiin-
gyenis tetszdiezes gok ponthibdt mezengedd, illetve ponthiba | tesrdiden ndp erds egrszerisitd feltdtele mollett ig bonﬁo—
mentes szildrd tesleket irnak le. 4z egyszeri Ising~randszerre Luld probléme,mely esal szdzitdgdy hasindla dval leh=tedzes.
2 szimnlis végeredménydi ismerjik,ugyhogy figyelmiinket az SAS ! 5 medell tulsjidonsdzeins™ vizs szdlatirs nost esr nor "visdérlew

- modellre forditjuk, A /7.10/ ezyenlet slapjdn /7.30/ figyelem- ; w2t %ell wvégrehaiteni. szez *Ul8nbozd parnmditere mellett

be vételével a j—-ik sik 1—1ik spinjére (egyszeri algebrai

dtalakitdeok utdnjhasonldan, mint /7. 3 /-ban| 8 kEvetkezd rendezores vizspdlatovor apott tepesatalatoltkal Goszehoronlite
differenciil egyenletet kepjule: irtlt, eluondhsiiuv, hogy a vrictd ilimBvekedés mezértése teri-

. : : A ’ . .
j—<5}>“—[<{5}‘5j1,]“"f—>”"<(53_‘Si-4)w;+>] s /7.31/ 1otin elibvure juboitunk egy 1ép:
zhol:

. Telhnrzndlded nddje -2z eldzd-
A .
A4 - '] + /7.32/ ’ ‘- - .
&ﬁ: =7 [4+ §; f1 th H ] ndl Zamnlds~ & nnte C-rla sclmuldceis.

0 feliilethd]l -0 ninnt 4 amel-l

et 2yt s ST

me
flggvény tulajdonsigait felhasznilva: . D OWELITIann th e T lra 5 fawdhhi et csate b st o -
GBS . J &S 5 | 1 e o Q8L TLlDT W
AL 4 [ + {] /7.33/ ]
WJT —EI I[.-.’Lh HJ 3 .33 i
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L . . -pit
lésziniiségét feltevés pzerint az e zdja, ahol ¥ -1 a
/T.2%/~hen definidltuik.

liinden 1épés utdn megvizsgilhatjuk a rendszer Sgszener-

81234t &s stabilitdedt, Bzt figyelembe véve épiti a rendszert

tovdbb & szdmoldgép, Az elibbiakben mindkét médszer végkivei-

% szertedgezd eredményekdbSl camsk gzemelvényeket mutatunk
be. & szdmeldsndl a szildrdtest feliiletét egy 200 x 200 egy~
gégll terilet adta, Zrre rétegzddbitit o novekedés sordn a t5bbi

-

4 ezildrd dllapot hatdrfeliileti profiljdt mutstja a 4.

Jibs,

ibra, jél representdlve a hatdrfeliiletre sdott definicid 18-
nyezét. Az a.) grafiven a numerikus integréléséal kapott ered-
mény, ehol aws0 éa b.) eset e Monte .Carlo szimulfcidval kapott

felilet, %is / & spinoddlis éritéxnél jéval kisebb/zvu -nél ,
beislititseq 40
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SAS |1 e
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most 5 vémizi notencifl-dl¥inbsdzet megnoveljide, & hatdr-

ilet helyzetdt megviltaztatiuv-, Cez' awvor mozog folyto-

n
. 4
Y = Lim <5 .
nor i K8, — 8,0 on dY
Evlkor o sebeseéy érielemszeriien a veop . 52 4 MOZEAS POTIOCI~
kus,
v
'S
A -
47 A
4
e 5. &bra
40 - r =t

o 2 5
A jelense; rpikroszkopikus magyarazete egyszeril,
Ha & YWrict4ly felilletén lépcsdy vanns't, 22 uj elem ezek
piil ba. Hz felfaltédik 2 rétez, uj lépcadre van szivsédz.

He ilven nires, mes well vdrni hogy megvépzddéscel ujra fe-

z eimdlati =zimoldso -—gmelvel 4lt=ldben gims felililsten nuav-~
ledeids mechanizmus-pdl iadulisk ki— £¢ 2 Tigérliatel — &-
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a legslwelimacobbngy a folytenos lépecsé-forrdshoz. Vaeldban,
z2 ilvsn Yezdstl feltdtsl mellet® folysmstosan vwan a bedriezd
atomne bedpilési lehetSsdze, smint ezt a 6. dbrin ldthat-

juv g numerivus szémolds fa/ 6s a Monte~Carlo szimulacid /b/

esetében,
204
4G
4]
-0
264
r —
~28 -20 -4t [} 49 20 an

6,b &hra

=179~

Ezzel egvlitt egy jellemzd alakzat, az archimedeszi epirdlis
jelent meg, amely ezyenesen kdvetkezett modelllnkbdl és =z
vezdeti feltdtellinvb8l, He ilyen slakzet 2 kristdlyon veldban
kialakul,akkor ez aldtdmacztja modelliink realitését; Ilyen
kidzvetlen bizonyiték /ldsd: 7. dbra/ bemutatdsdval szeretnént
a Glauber-modell hzeszniletdnak jogossizdt fgazolni, és tovébbi

tanuldsra lelkesiteniaz olvasdt,

7. abra
Redlis anyegon / SiC / esevardiszlokdcidrz nBvekedett feliilet

Irodaloms

History of $he Lenz-Ising Model, Rev, Mod. Phys. 39 /1967/183.
GLAUBER, R.J.: Journal of Msthemsticel Physics 4 /1963/294.
STLNLIEY, E.E.: Introduction to Phase Transitions and Critical

Phenomens, Clarendon Press, Oxford 1971.
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IFR - ERULBHAAR, H.: Fluctuation, Sustabilities and

Transitions , ed .: T, Riste, Plenuw Press, 1975.

MUDLER -~ KRUKBHALR, H.t in Current Topics in Materials Science

Vol.l

ed,: E. Kaldis, North-Holland, 1978.

IULLER -~ ERUNBHAAR, H.: Phys. Rev. 10 /1994/ 1308

GUY, A.G.:

Femfizika, Miszaki EKényvkiadd, 1978.
: Bevezetés a s2ilérdtest fizikaba, Niszaki Konyv-

1966,
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8, Kritikus dinamika

8.1 Eritikus jelenségek

Ha egy ferromignest Curie-hémerséklete £51é mélegitﬁnk,
spontén mégnasezetitsége eltiinik., Sok esetben ez a fazisatala-
kulds folytonos, azaz, ahogy & hémérséklet alulrdl kdzeledik
a T, Curie-hOmérséklethez, a mignesezettség folytonosan valik
nullavé. A mérések szerint a mégnesezettség T, kSzelében hat~
vanyfiggvénnyel irhaté lag

MeT) ~ (7= P : /8.1/
ahol {3 tipikus értéke 0.33 és 0.37 kdzdit van.

, T<LT,
A mégnesés rend kialakunlasanak 2léjele mutatkozik meg
T; f616tt abban,hogy ha a himérsékletet csdkkentve kdzelitjik
meg a 1, hémérsékletet, akkor a kezdeti magpeses szuszcephi-
bilités divergdl. A szuséceptibiliﬁés is hatvanyfiiggvénnyel
irhaté le:
M)~ (T-T ) T>T,, 1.2/
ahol a Y kitevd értéke dltaldban 1.3 és 1.@ kozé esik,
Jellegzates szingularités talalhatd a zérus killsd ter
mellett wért fajhbben is: .
e Ty~ (T-T) /8.3/

ez azonban sokkal gyengébb, mint a szuszceptibilitdsé. Az o

. V2> ;
kitevdé értéke altaldbar kisebb, mint 0.1, s6t egyes anyagok-
ban negativ, .

Folytconos fazisdtalakulas sok masféle rendszerben is le-
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jatszédhat, Ilyen a Tolyadék-gaz fémisatalakulés s kritikus
ponthan, a szuperfolyelkonvedg tnegjelenése He4 Tolyadékban,
bizonyos kristélyokban az antiferromigneses rend ¥izalakulésa
vagy & xristélyszerkezet seimpetridjanak megvdltozasa. A
folytonos fazisatalakulisok kizds tulajdonséga, hopy mind-
eégrik rendszerben taldlhatd egy olyan paraméter, az un,

rendparaméter, amely a ferromégnesek mégnesezettségéhez hason-

léan az alacsonyabb hémérsékleti rendezett fazisban nullatédl
z010nbdznik, és a fézisétalakulési ponthoz kdzaledve a /8,1/

Osszefliggés szerint folytenosan tiinik el, A rendparaméterhez

Il

+

artozd szuszceptibilités és a fajhdé ilyenkor a /8.2/ &5
/8.3/ 8sszefligméseknak wegfelelden valtonik,

A mérések tanusdga szerint a folytonos Pazisatalakulist
Jellerzd kritikus exponensek figgetlenek a rendszerelk Epeci-
fikus tulsjdonségaitél, ming Pl. & kdlcsdnhatas Jjellege és
erfesége, stb, és értékiket olvan gilobalis jellemzélk ﬁatérozu
2k meg, mint e rendszer térbeli dimenziéja és a rendparamé-
ter szimmetridja. Bzt a tényt szokéds az thiverzalitéds jelen—
ségénel nevezni,

4 kisérleti adatok kidzdtt 8gy masil Gipusu korrelécis
is £81lfedezhetd, amit 2 skalizas sz6val foglalunk Gssze, Pél-
dénak a ferromégneselk &ilapotegyenletét enlitjik, amely a
T=T. ,He=0 kritikus pornt kiézolében ilyen alakba irhatd:

K _ ™
| Te-TIFy ‘F_( m_“rs/-”)

Eszerint az dllapot-egyenletet a kritikus eXponensek és ggy

/8.4/

=181~

agyvaltozsds flggvény, az un, skala-fliggvény mexhatérozza,

Az univerzalitis és skalazas Jelenségének eredetét csak
a fazisatalakulisok modern, a renormilési csoport transzfor—
macidéra alapozott elmélete tudja kielégitfen megmagyarazni.
A kritikus exponensek és a skélafliggvények szamitésa azonban
még ma sew megoldott feladat,

A folytones fazisdsalakulist kisérd diramikai jelensé-

gek kdzponti fogalma a relaxdcids idé. Ez a mennyiség jellem—

zl azt, hogy egy nem-egyensulyi Allapotbsl kiindulva milyen
gyorsan eri el & rendszer a termikus egyensuly allapotat, A
relaxacidés id8 kritikus viselkedésére venatkozo elsd elmélet
a van Hove nevéhezr filz84d3 un. konvencionalis almélet, A ko-
vetkezfkber ezt a konvencionalis elméletet fogjuk met fogalmaz—

ni a stochasztikus dlffersncidlegyenletal nyelvén.

8.2 A kouvencionalis elmélet

Vizsgaljunk egy sgybenpelyi forromdgnest a Curie-hémérséi—

let £8186t%. Zkkor a makroszképikus magnesezottséy Atlagértoke
zérug, de fluktuicidként a magnesezettség nullatédl kildnbszé

ertéket is f6lvehet. Legyen mix) a mégnesezettséy slirlisége,

mk =r—vL Eofx mix) e

amit ~ ox,

/8.5/

"Fourier-komponenseival adunk meg. Periodikus hatarfeltétel

mellett a K vektor komponensei csak diszkrét értékeket vehet—

nek £81:

r s
gr‘TthannJ) ? n"JﬂllnzﬁeﬁeS%’/g-ﬁ/
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ahol . & kocka alalkunak vélagzbtott rendszer hosszusdga. Ter—

-wészetesen a makroszkipikus elméletben csak olyan i hullamazém-

vektorok fordulhatnak &16, amelyekre ~&- jéval nagyobb minden

karakterisztikus hosszusagnal, mint pl. a ricséllandd, a kil-
csénhatéas hatétévolsaga, etb, & mégnes szabadenergidjét fejt~

siik gorba v, hatvényal szerint. Mivel & mignesezettség két

lehatsépes irdnye egyenfrbéki, ezmért csak paros habvényok Sze-

repelnek. A masodik tagnidl megédllva:
mE m_g
’F(T,mk)=:pLT,01+;-_2 —— L
. Ko Xy

YakTospropilusan homogén rendszgrrél lévén szd, a kiildnbdzd

/8.7

hullémszdnu komvonensek '+fﬁh&)sorfejtésének kvadratikus tag-
Jé&han new keverednek.
A termodinamikail flukbtudcidk elmélete szerint annak va-

lcsziniisége, hogy egy adoti {rnk{ Fourier-kcmponensekkel

[

ellerzebt Allapot a termlkus egyensulyban 1évd rendszerben

fluktndcidként £611épjen, a kidvebtkezd kifejazéssel adhatd
i
BEs T (T 4 S  mom
S 1. - o Moy
Kol TV A Xy 2 0F
Pimi~e ~ e . /8.8/

A mégnesezettség idéfliggésére vonatkozd egyenletnek tar-—
talizznia kell a $8bbi szabadsdgi folk hatését is, hiszen épp
2z ezekkel vald kblesdnhatas vezet s mégresezetiség relaxdé-
cidjéhoz. Bzt a ﬁatést zajként vesezilk figyelembe. TFdlte -
hetd azonban, hogy ez a za]j igen gyorsan valtozik, korrelici-
cs ideje rdvid a mapnesezettség valtozasanal sebességét Jellem-

z& relaxdsids idéhdz képest, s ezéri a zajs fehér zajnak te-

4 kg a Boltzmapn-&llandd

-183-

kei.nt k.

Olyan diffuzids folzematot akarunk felirni, smelynek sta-
ciondrius eloszlésa & fent megadott ?Ernk}. A 3.8, fejezet-

ben latott eljarast kBvetjik., A stacionirius eloszlést jellem-

28 potencidl

\f_-, - -:‘E - { 2 ME m"‘i
kT 2Tk ¥k
Fdltesssilk, hogy az ™y folyamatok figgetlenek, és hogy a zaj

+ allande . /8.9/

hatésa flggetlen a mégnesezettsdg érbéketdl. A mozgésegﬁenle_
vet a /3.145/ egyenletnek megfelelben épitjik fel. Kis mérté—

ki médositést jelent, hogy komplex érteékii folvamatial van

dolgunk. Ekkor

% §B[+) )

ahol %51%) Gauss-tipusu fehér zaj, melynek korrelécids fligg—

/8.16/

vénye .
F, W y=D, dlt-t) /8.1
Bavezetjik a T)E
N ==‘§f;:§: /8.12/

rineyikus epylitthatdt. Ennek segitségével 2 mozgésegyenlet

igy irhatéd:

. N T
My =-—t-m, +§ &,
% ?(!5 k
a zaj korreldcids fliggvénye pedig

/B.13/
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nesezettség a forgatésok infiritezimalis genaratoraval aré-
nyos, s mint ilyen, megmaradd mennyiség. A zaj elhagyésaval

kaphzto determiniszhikug moigésegyenlet ezert mérlegegyenlet

kell legyen:

dmy (gt __ZD };Lp ()

>t 5 ox. 0 /B2y
vagy Fourier-komponensekre felirva:
D m g i) 5. '
ML S3.4 I P R YN /8.24/
34 o ¢ Pk

A térbeli tiikrdzéssel szemben az egyenletnek invariansnalk

kell lennie, ezért = k bullémszémpak osak péros hatvanyai

0

zerepelhetpek, kivetkezésképp ha a mégresezettoég linedris

=N

figgvényeit engedjiik csak meg,

%d-f-' \i = 4.-‘/([3 }.‘ﬁ meL!-_g . /8'25/
Az most & mozgésegyenletbe a zajt is Beirjuk,
a'ﬁ"\é‘_k 2
| - i
- = -Ay Koy + § 80, /8.26/

ahcl a Ekté)fehérzaj korrelicids fUggvénye
4 EE () §_h(’f)> =2, SURPLI D Ny

42 izotrdp ferromdgnest jellemzd korreliciés 1d3

"o X
=5 /8.28/

amely divergél, he k-0, 4 kritikus lelassulds most abban

Jelentkezik, hogy a

'Dm= lim '("L'L_Ll:{.2 )d: }Q

k5o ?{o /8.29/

spindiffuziés amylitthatd eltlinik a, Curie-hémérsékleten, A

b At e o S e
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konvenciondlis elmélet feltételezése szarint %, nem viselke~

- dik szingulérisan, s igy

-¥
:D Y -t (T“‘Tc.) . /8.30/

B.% M1l a konvenpcionalis eiméletsen

A mégnesézettség korrelécids fiiggvényénelk spektrdlis
slirlisége kbzvetlenlil mérhetd mennyiség, & hatérozza meg ugyan-
is a rugalwatlan neutron széras hatékeresztmetszetének magne-
ses eredetit részét, Ez lehettséget ad & konvencionglis elmélesd
é5 a mérési eredmények Ssszehasonlitasédra,

A konvencionélis elmélet szerint a spindiffuziés egylitt-

haté ugyanugy tiinik el a Curk-hdémérséklethez kizeledve, mint
8 magneses szuszceptihilités inverze. Mivel a ¥ kitevd fipikus
grtéke X‘~aﬁ/3 , azt varjuk, hogy

D T

b k-\—" Te

/8.31/

Lia)

"Ezzel szemben & Jj6 kozelitéssel. izotropnek tekinthetd ferro-

négneseken végzett mérések szerint

Dw‘ ~ (T-T) . /8.32/

Az eliérés jelentds, és nyilvavcvaldan arra vezethetd viscza,

i3

A}

hogy a konvenciondlis elmélet £OLltételezésével ellentétben o

pS

o Yranszport egyltthaté divergal:
—_ 4
o o~ (T /8.33/

Az sgytengeyil ferromagnes esetében sincs OGsszhang a

konvencionzlis elmélet és a mérésck eradményel kOzdtt, az
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eltérés azopban jéval kisebb, mint az izotrop ferromignes -

esetéeben,

4 konvenciondlis elméletet Lohdt mbédositani kell, éspa-
dig = mépnesezettség «lildnbszd hullimszamu komponenseinelk
nem—~iineéris csatolését kell figyelembe venni, Ilyen csatolést
két helyrdl is kaphatunk. Az egyik lehet&ség az, hoéy a szabad-

energla sorbafejtésekor npem-&llunk meg a masodik tagpil, hanem

=]

agasabb rendil kifejezéseket is wegtartunk. A masik lehetdség

I

stzcionérius éramlasi vektor (L. a /3,145/ egyenletet) mag-

fTelelt megvélasztisdban rejlik. Izotrép ferromégnes esciében,

R
[Sa]
et

dénl, epnek alakjét = spin-precesszid jelensége hatarozza
mes. '

4 pnem-lineédris csatolésok hevezetése az egyenletoket any-
ayira elbonyolitjae, hogy azok megoidésa gyakorlatilag lehetet-
lenné véalik, és igy fiziksi meggondolédsokon slapuld kizelits
nédszerexzre ksll nzgyatkozpink,

4z ogyik ilyen kizelitd médszer, az un. mddus-csatolasi

/'mode-coupling”/ elmélet segitségével sikeriilt megrufbatni,
hogF a stacionirius édraclési vekborban bevezeteit rem-linearis
csatolasck a trapnszport egyivthatédkat divergenssé tehetik. A
dinazizai kritikus Jjelenségek megértéééban dontd szerepet jat-

Szott & renormdldsi csopori transzformicid kiterjesztése a di-

nac-ivérs, Segiteégével sikeriilt, tébbek kbdzdtt, 2zt is megmu-
Setnl, hogy az univerzalités és s skélézss a dinamikai kriti-
was visalkedést is jallewsi. Minazondltal ma is nyitott kérdés,

mogr hoerran lehed & dinamikeil kritikus viselkedést jellemzd

ulag;

mennyiségeket redlis rendszerskre vonatkozdan meghizhatd

pontossagegel kiszémitani,

Irodalom

HOHMENBERG, P.C., HALPERIN, B.I.: Rev. Mod. Phys. 49, 435 /1977/
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dllandé definicidja alepjdn idSegzységenként
9. Zémiai reakcidk stochasziikus leirdss

=

AN.i—'—-kn\/ /o;2/

9.1 Bevezetds gzdmi X molekuls bomlik el, 5 ezalett 4 dtslakuldsdval

/9.3/

Wi X molekula %eletkezik, A koncentricid teljes megviltozdsa

. . . . s . - ]
Bevezetésként egy negyon egyszeri példa kapcsdn Ssgsze- Arﬂl==k aV
hasonlitjuk 2 kémiai reakcidk determinisztilkus és stochasz-
tivus leirdsmddjds.

. thh—1lhhykf @ keresett differencidlegyenlet tehdt
%4 reakcidkinetika egyenletel a folyamatban részt vevd

n{t)= -k n(t)+ K'alt) . /9.4/

Z4rt rendszerben az n és aq koncentricid Gsszige dllandd Lkell

anyagok Yonceatrdeidira vonsikoznek. 4 tovdbbislban koncent—

rdcidn 8z ezzonos tipusn molekuldk szimdnsk és g térfogatnak

, . ; e e legyen. Vizsgdljuv azonben most azovst az e= teket, anmivor az
sdt, 2z un. részeceveszdm-koncentrdcidt értjik. 4

N .. egyilk koncentricidt, nevezetesen A -8t kivilrsl szabdlyszziv:
t fejezi ki, hogy adott anyag koncentriei-
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. . B . , , . skkor a(ﬂ adett figgvény. Bzet w&ziil legegyezeriibb az a fo-
SRIO8Y idcegysegre esd megvaltozase ardnyos ason enyagok

.. ) _ - . . lyamat, melynek sordn az o Y%oncentrdcidt 21landdnak tortidv,
koncentricidinak szorzatdval, melyek a mezgfeleld reskcidban

. . e e . e e . A /9.4/ egyenlet megolddsa ekkor exponenciilis lecsengés a
reszy vessaek. A7 sranyogsigl tényezd fAlitaldban s hdmérsdl-

] stzcionirins Kafk értéihes:

let figgvénye/ mérésekkel jd1 meghatdrozhatd. Ezeket sz un.
) g : ) k! Wt -kt
reekciddllanddkat tehit ismertnek tekinthetjilk, Ha kétirinyu hH]==E-u +{h°—1?°) e . /9.5/

3 rezkcid, vagy t8bb reakeid ut is eléfordulhet, az Saszes Itt n. jeléli az X molekuldk wezdeti knhcentriciéjét.

Tigyelembe kell venni s koncentricid megviltozd- Térjiink most 4%t a stochasztilkus leirdsra! 4 rendszer #lis-

potdt ilyenwor iermézzetes médon & kilBnbszs tipusuy moleruldyk

szdmdval jellemerdik, Ha filtesszill, hogy & folysmat Mertov-

fipusu /amit az eredriények igazclnak/, a valdsziniiséz~eloszlis

- X === A /5.3%/ ; - 1d8bell vdltozdsdt master egyenlettel irhatjuk le. Az dtmeneti

NPT . . . ; "~ vaelésziniiségeV Tenomenologikus ismeretek alapjin negadhztdly
4z L molekuls tehdd dtalakulhet 4 tipusuvd, s & Torditoit re- i = i > ’

. hiszen, mint 1ldtni fogjuk, wifejezhetdk a reskciddliznddk se-
1. A molekxula pil-
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lesgz. A /8.13/ egyenlet winden ™, komponense egy Ornsteip-
Unlenbeck-folyamatot hatéroz meg.

A magéra hagyott rerndszer termikus egyensulyban van és
a.fpiknki stacionirius eloszléas jellemzi. A magnesezottség

korrelécios flggvénye _ r; [e-t1

J'V
Cl-t)=<o@Im ©5=kT X, e * | /85

4 korrelécidk tehdt a

X
.Tg =T, /8.16/

168 alatt lecsengensk. A keorrelicids fliggvény Fourler-transs—

TR

ferméltja, a spektralis flggvény, egyszerid Lorentz ugﬁrba:
ko T Ty

w w2'+(r5§/}1512'
4 spektrilis flUggvény félérték szédlességét neghatérozd karak-

Clwy = /8.17/

erisztikus frekvencia

4
1S = —— B8.18
e ST /8.18/

Yeglfeleld mégneses tér alkalmazdsaval elérhetjity, hogy a mig-
nesezebtség varhatd Erteké(?ﬂk7ﬁﬁo legysn. Ha a mégneses te-
res a 1=0 id8pontbar kikapcsolguk, akior a 17, feladat ered-
ményét felhaszndlve azt latjuk, hogy & mignesezettsés varhatsd

ériéle: Ty

Lo (815 = Lmloy>e 7t /8.19/

Bzt a valbozédst ugyanaz s relaxdciés idd Jellemzi, mint a ter-

mikus egysnsulyban 14v§ rendszer korrelacids fige venyét.‘

- £ mozgisegyenlelet csak annyiban kell mddositani, hogy I

Lhrseraa i TR L e St T E R e TR

-185%-

Vizegéljuk most 'a k=0 komponsnst. Definicié szerint m,a

- beljes magresezettséggal ardnyos:

4 4
=== \d
™, = & % (x| /8.20/

4 fazisdtalaknlasi ponthoz kdzeledve )ﬂ,a /8.2/ Beszafiiggés
szerint divergil, A konvencionadlis slmélet lényeges f£8ltéta—
lezése az, hogy [, viselkedését a nattér hatérozza weg, é&s e-
zért U, nem viselkedhet szingulérisan a Cude-hémérsékletan.
EbbEL azt kapjulk, hogy a T, relaxdciés id6 ugyanugy divergal
mint a }40 szuszceptibilités:

*

To=Le o (=Tt /8.21/

Ez a kritikus lelassulés Jelensége: a Curie-hdmérséklethez

kfzeledve egyre hosszabb idd szlikséges ahhoz, hogy & magnese—
zettség egy nem-egyensulyi értékrél eilipdnlva elerje a termi-
kus egyensuly &ltal aldirs értéket, L& 1{#0 komponensek is le-
lassulnak, azonban . relaxéiciés idejik nem divergal,

Az eogytengelyl ferromignes esetében levezetett Ssszefiig-

géseket kinnyen &ltalénosithatjuk az Lzotrédp ferromégnesekra,

Ekkor a mlgnesezettség mindhérom nﬂ&(><), d=42 komponen—

gét figyelembe kell venniink., A szabadenergia /8.9/ kifejezéss
a kovetkezdképpen médosul:
- _— A Map My
F (T, )= F(T0) 45— 7

zknT‘er ;EE )

/8.22/

i
1 ] 2 B
[ !i ® >\|=

kerul } neve: trangzport egyibthatd. Bzt a modositést az

teszl szdkségesse, hogy izotrép fervomégnesben a teljes mag-
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Konkrét példaként tovdbbre is a /9.1/ folysmeiot vipezil

g

juk, az egyszerlisdég kedvédrt A1landd L-Yoncentrdeid mellett,

4 rendszer dllapota ekkor & benne 18vé X molekuldi n szdmdval
indexslhetd. RUvid iddtartemov alatt Y&t molekuls veletkezdse
11l. elbomldise nagyon ritks esemény, ezért szliletdsi-kihel
olysmaetial van dolgunk. 4z dimeneti valdszinliségel
kapcsolstban gllnak e reskeiddllanddkval, /9.2/-b
leolveshatd annak a veldsziniisége, hogy iddegyséz alatt ey
Z maletuls elbomoljon. Ez dppen aﬁhﬂﬂ=k.m1vel U figeetlen

molevuldrdl ven szd, az N—N-1 dtmenet valdsziniiséze

/U'N:kN. /9-6/
Hzsonldan ¥apick, hogy
1
AN':RG\/:

anol oV éppen & A molekuldk szdms. /4 reekeidallondd Gefi

I definislt sziletdsi-
61 /%2-53.01ds1/ ol~

gvenlzt ekvivalens &
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LaV

k'aV ) e“k% -2kt

ald) = = -me

+{m-
kifejezésﬁ kapjuk(nuznﬂJ),mely mutatje, hogy s kezdd £11a-
pottdél tivol & szdrdst elsSsorben sz  A-koncentricid mzeb-
ja meg./ragzitett reakeiddllanddk mellett/. 4 staciondgrius

eloszlds Poisson-tipusu lesz:

k'av
N
i k'aV e
PN = K PQ] .

9,2 Nem-linedris reakeidk

Azpkban a kémisi folyemestokban, melyevet pem-lin=dris
reakcié/egyenlgtek irnak le, érdekes jelenségek kdvetvezhetnel
be: megfeleld koriilmények ¥5=5%it egyes tulejdonsigok /pl.: =z
oldet szine/ iddben periddikusan vdltoznak., Lzzel parfruzamo-
gen & diffuzid wszerepe is megndhet, ilyenkor stebil térbeli
strukturdk /pl.: vdltozd szinii sdvok / is kialakulnsk. A pzra-
méterek azon tertominydban, shol & homogenitdst inhomogén vi-
selkedés vdltia f8l meglepS hesonlésdzot telilunk s “wémiki
rendszer és 2 fdzisdtalawuldst mutatd fizikei rendszerek ¥i-
z8tt. Az eéyik ilyen ansldg jelenség s fluktudcidk jelentda
szerepe, mely feltdtlenll sziiksdgzessé teszi, hogzy = folyamat
leirdsekor atochesztikus egyenletelket haszniljunk,

KovetkezS pdélddnk, egyszeriisége miatt, nem alkelmss srra,
hogy periddikue tulajdonsigok kialakuldsdt leirja, lehetdvé
teszi azonban e fézisdtelokulisokx és a kémial instebilitds

wozotti hasonldsdg bemutatdsdt.
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Pekintglv szt & folyamatot, smi%or 2z & molekuls dtzlakal
I molebruldvd, g ezt & reekcidt egy mdsik X molekuls ketslizidl-

ie feutolatzlitivus reswcid/, mikdzben 2 forditott folvamet

[N

<k

chamehs

is v

AxXe2X, | /9.8/

Tegyik fEL tovEbbZ, hosy X egy B tipusu molekuldval Utkizve

C-v¢ egvesil, g ez is megfordithatd reakcid,

B+ X=0C, /9.9/

4% 4,3,C molewuldl koncentrdcidjit kiilsd szabilyozdssal dllan-
dé szinten fa,b és ¢/ tartjix. 4 rendezer #llapotai ekkor az
Z molsvulit N szimdvel jellemezhetdlt, & a realceid a kordbbi
o4ld<hen hesonldan sz&letési-uihalési'folyamattal irhaté le.
egyik sorrs, milyen vdltozdst okoznak ez egyes reskcidt idé-
ezvsés slatt a Py(4) veldeziniiségeloszideban! A /9.8/ folya-

nat jéruléks az egyesiilésbdl:
ky ct{N=4) Py_y = k,a NPy .

.-
5 bomlishil sddédd dtmeneti veldszinisds elsd rindzésrs kynN,
chol rnﬁfqﬁ!.ﬁa azonban N molekuls van s rendszerben, azok
vBziil egy kiszemelt csav N-1 médsikkel Utvizhet, ezért 2 he-

ives fimeneti veldsoiniség kJN-4“V/V lesz, g & valiszinliség~

(=3

=195~

" & /9.9/ folysmet egyesilésbSl ill. bomlisbél addds jérnléres

ko b (N£) Py —Jp b NPy, y
kicvpma_ ﬂcva}

Mindezeket Gaszesdve olyen mzliletési-wriheldsi folysmatra Ja-

tunk, melyet a
)\Ne(k4qN+l<;c\/} ) /JN'-’(!;(“I N(N—A]/V-t—ksz) /9.108/

dtmeneti veldszinliségek definiilna%, Az X molevuldk #tlagos

srdmdra /2,28/ alapjdn a kbvetkezd egyenletet kapjuk:

(NI =k, adNy +kyeVek) CNIN-AID AV =k, 5END L 79,20/
Bzt nem tudju¥ egzaktul megoldani, hiszen taitalmazaa (f4ﬁ>~ot,
gz ntébbirs vonatkozd egyenletben viszont fellép <P¢3> g.1.t.
A /9;10ﬁ£eJ kapecsolatos mdsik bonyodslom az, hogy nem ekviva-
lens a determinieziikue egyenlettel.A nehézséget s nem-line-
dris teg jelenléte okozza, hiszen m ké:t egyenlet csek a k:—
wl erdnyos rdéazben kiiltnbozik. He az'

CN(N=4)> =2 {N*> /9.11/

kGzelités jogos, /9.10/-b51 az

A (8] =( ke a-kyb)n —k,n?+kyc /9.12/

_determinisztikus egyenletre jutunk., Amennyiben s P,q(f) el-

oszlds Poisson-tipusu, /9.11/ egyenléeégként teljesiil, /8.,11/
tehdt biztosan jé kbzelitde alkkor, he sz eloszldsfiigzvény nem

tér el tulsdgosasn a Poispon~elomzldetdl,
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Erdekessdgiént megmuiztjuk. hogy hz mindkét reskcidra
kilin-wildn teljeslil 2 részletes emgyensuly elve, akkor leg-
8libbis & staciondrius eloszlds Polsson-tipusu. Bonisuk f81 az

dtmeneti valdsziniiségevet az egyes reakeidkbdl adddd jirulé-

(4] ) I VI
Ay = Ay + Ay M My +/JS -

Ak Dn ke s kNNl ek BN,
Bz = részletes egyensoly *iilbn-¥ilon fenndll, a%kor
A S P e P
amibSl Vivetkezik, hogy '
(4) () l
An-s N nes k,a Ky € &

il

/Jl:,! B /u(:) Kk, Nfv K, B N/V N

=1
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@
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ot
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[5+38

se esstén az 0,5 és ¢ koneentrdeidr
aem vélaszthatdk meg fligzetlentl, hiszen igez kell legyen,
hory c/ab = g11endd. /Erdemes megjegyezni, hogy ez az &1lie
tis egyenértéxi a tOmeghstis torvényével, smely szerint adett
nfmérsekleten, esyensulyban a reeskcidegyenlete¥ eryik oldslén
21156 enysgolk koncentricidingk szorzats ardnyos a mésik oldalon
2115 anvagok koncenirdcidinak gnorzatival, Esetinvben /9.8-9/
gpiin n'c ~ obn’. /hz eddigie¥dsl wiveskezik, hogy hz &

es epyensuly ¥ilsn-Vvilin teljesll, skkor

G
>\N"4 = ﬁ /UN [}

=197=

amely /2.31-32/ felheszndldedivel a

¥ -G (;'N
PN = @ ""'N—T 1 N>_D

stacicndrivs eloszldsre vezet,
4 tapasztelst azt mutzstjs, hogy s determinisztilus egyen-
let mekroszkdpikus szempontbdl d1telibven i leirdst ad. /9.12/

gzétvdlasztés s al egvszerlien megoldhaid, s & végeredminy

4
T
X~ X 1 Ae " 44
nll) = =2~ T ‘ /9.13/
2k, 2T A &R 4
ahol
4 2 Pe by — Xy 4Ky -
T = y A= e . /9.14/

Vi) ik k) e 2 Mok =X, 436G 4T

ne 8z X molekuldk kezdeti koncentrdcidja és

K, =k,a y X, = kel L /9.15/
Fontos specislis eszthez jutunk, hs a /9.9/resVcid csak az e-
gyesiilés irdnydban folyik {k;=o). A karakterisztiwns id§
ekkor Tﬂ=laq-<xll . 8 /9.13/-b63 8 stecionirius megoldisre a

kovetkezd adddik:

Xy X
* k; N ha Ky > Ko 1
n = .
0 , hsa o, £ XK,

Ezek azerint ng.y%esetén az teszes X molekula elfogy, mig

" XK,<x, mellett véges I-koncentrdcid dllanddsul. Az egyensu-

lyi koncentrdcid b -t81 vald fligzdését muteija s kivetkezd

dhra:
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Az X molew¥uldt tertalmezé és az &% nem tartalmzz$ staciondrius
f£ilepotor V525%t1 dtmenet erfy hasonldsdgot mutist s termodi-
namivei egyensulyban végbemend mésodrendi fézisdtalakuldisokhoz
/L T-8. fejezet/.n' hasonld szerepet jdtszik itt, mint s
7. fejezeﬁben 8z egyensulyi mégﬁesezettség /rendparaméter/;
Az "dtelakulds"™ most nem a ndmérséyxlet, hanem &8 h koncent—
récié'/gontosabban a X,-%, mennyiség/ véltozdama kSvetkeztében
t8riénik, Erdenes megemliteni, hogy a k;#o ‘esetben k;c 2
klUlsd tér megfeleldje. /Ilyenkor természetesen elsdrendii
Tizisdtalekuldsokhoz hasonld viselkedést.tslélunk,/

Vizsgiliok mest s Wémiai reavcidt a stscioniriug &llapot
kdzvetlen kbzelében! Ez azt Jelenti, hogy mir & kezdeti Yon-
centricid is csa% alig tér el a steclondrus drtévifl, ezdrt

n(ﬂ-n# 2z egész folyamat sordn kis mennyigég, igy elég a
/9.12/ ezvenlet lineariziit vdltozatdt tanulmdnyozni, A tovdh-
biaV¥ban csak a Hy>%, esettel foglelkozunk., Ekxkor rﬁ:o, ezért
az nltl-ver linedmrie tagoket kell megtertanun: /forzilisan kﬁut
nullinek vdlssathatjuk/. /9.12/ megolddea ebbern sz eseiben

—[‘K;—Z{,‘){'
h('u =M e-

4 staciondrue 4llapot ¥Bzeldben s Tluktudeidt is meg tudjuk

adni, hiszen ebben g tartominyban s folyamat ftmeneti vaid—

| xi1Bnbsz5 veltor-értiket vehet fel, mindegyiVv hosszs € /. 4z

~199-

sziniiségeiben,/9,108/~ben a lq -vel ardnyos tag eihanyagolhatd,

- Az igy definidlt linedris sziileiési-kihaldsi folyamat azdrdse

az I. tdblézatbdl leolvashatd:

~{% 'X1)'L
alt) = n, N 282 po g

Ry =3,

(X -0t

e ( .
t>oo-re 8 a@) zédrushoz tert, ami annak felel meg, hozy &

®, > Xy esetben az Ssezes X moleknls biztosan eltlinik. Wdsrészi
azonban 61 ldtezik, hogy a kritikus pont {%,2%,) falé kze~
ledve a lecsengés egyre kéabbb kivetkezik be, mig végll a

XK, ~»¥, hatdrértékben 41landdan névekvd szérdst kapnink. Meg
kell jegyezniink, hogy & linedris kBzelités = kritilus pont
kfzvetlen kbzelében mdr neém alkelmzzhatsd, ilyenkor ugyanig

a nem-linedris ﬁag_/9.12/ -ben mir nem hanyegolhatd el as

elpbhiz képest. A kizelités feltédtele tehdt: K=K, W ek, .

9.3 & diffuzid figyelembevétele

Vizsgdljuk most meg, hogyan irhaté le s realcidban részi
vevs molekuldr térbeli vinderldsa stochasztitus folyamatként,
Osszuk T81 a teljes térfogeiot & &lhosszusign kis knckdkra, =
legyen | egy kiszemelt Xocka belyvektora! Jeltljtk a szomszd-

dos kockslkat jellemzﬁ‘helyvektorokat £+§Tvel, fehol e hat

egysseriség kedvéédrt csak egytiousu moletula diffuzidjit vize-
galiuk. As L-lel definidlt celldbar 1év§ molevuldy szdma feb-

b6l a tipusbdl/ PJL. h rendszer 4llapoteit oz (Pﬁgghalmaz meg~
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© v3ltozdsa k4t owhdl ktvetkezhet be: a kémisi reakcis iil.
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addsdvsl definidljuk. A }%NL?(ﬁ) valdsziniiségelonzlis meg-
a
diffuzid mistt, 4z utdbbi leirdsskor feltesssiik, hogy révid
iddk zlett ceak a szomsﬁédos kockdlk k82658t t8rtdnhet dtmenet,
s @ folyamat nem rendelkezil memériévél /e sziiletési-kihaldsi
folysmat térbeli 4lteldnositdsa/. Legyen D annak - iddegy~
ségre es6 valﬁszinﬁsége, hogy valamelyik celldbdl egy részecs~
ke dtverill az egyik szomszédosbha, o ez figgetlen a3z irénytél;
Az hﬂ betdltbttségil kockdbdl tehat DPJLv810521nueeg zel jut

£t egy részecske z kiczemelt szomszedos celldba. Az Bssszes
lehetfség felidrasokor eldszir egy‘kivélasztott kocke szom-
szédsire, majd az Gsszes L helyvektorra ie Ysszegezni irell,
A valdsziniieégi figgvény Aiffuzid 2itsl okozott megviltozése

tehdt igy irhatd le:

P?N 1 Z {D l-&e '{'4 P l--"’NL-*?;H"‘(-E]h DiN'{P.,NhNFg..m} ./9.16/

d
Konkrét példaként vizegdliuk az eldzs fejezetben defini~
21t autokataliius reakeidt az n=g stacionirius d1llspots X5~
rili linedris kozelitésben! N, most az I molekuldy czdma.
/3.16/ & reskcidtdl Plgzetlentil érvényben marad, de meg kell
hetédroznunk a valészinuséélek a8 kémiai reakeidk miatt torté~

. PPN . . P 3 A
ng megviltozdsdt is, Az dtmeneti veldszinliségeket most € tér-

" fogstu rendszerben kell £8lirni:

Mg, = aky N, v My =k BN /9.17/

~-201-

éa
P{NL f (t) = 2;* {ANL-Jz P. N4 - H)-(XNL-F/JNL) P...NE... (t}+
= - |redkeio - - /3.18/
+/‘JNL+4 P---Ni'f"f». .({)} *
4 teljes master egyenlet
P[th”:)-_— PfNLI['[?)l + P{NL}HZ} /9.19/

i Feckeio

/9.13/ megolddsa reményielen feladet, de ez d%ls agolkre kezel-
hetd egvenletet lkapuntk, Vizsgaljuk eldszidr exy =zdott L. in-

daxii kockdban 16v8 X molekuldl dtlagos szdmdt! Szorozzuk be

/9.16/-0t Np-lel, najd vsszegeszziin* a lehetséges 41lzpntar-

"o

ol

{UNdhi+§+4NiNngr%NHy¢Jﬂ'DNgNgEmy”w1N“§“ﬁfﬂ

w1

,.,..

=
(Tnd

—

Indexcserélk utdn ¥dnnyen 1ldthatd, hozy mindszokbdl a tegokbdl,
melyekben L vagy {+e nem egyezik meg a vizsgdlt L helyvev-
torral, eredSen nulla jdrulékot kepunk. A fennmaradd fegokban
8z Ng-4 >Ny Ny e+d — Ny,e helyettesitést elvézez-

ve &

D' T feNir AN e > = <N D +<INL-AINDS =N N 3]
eredményre jutunk, 4 /9.18/-b6l adédd jirulékkal esyiitt:

<N (E) —%DZ<NLM~2NL+NH>+<,\ D> /95207

Bz a /2.28/ egyenlet diffuzidrz is érvényes dltaldnositdsa.
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Ha a kookik beosztdsa elsgendden Tinom, érdemes Attédrni a
folytonos térvdltozdra: éz—ai 8 ugyanakkor beveseini a lokd~
lis részecskeszém—?oncentrﬁciét az

n(r )= <N (ED &°

definicidval. /9.20/ e¥%or & kivetkezd differenciilegvenletbe

oY
Iy
<t

me gz
M: D nlot)+(x,-%) nir, 8, /8.21/
2t
zhol a p diffuzids d1landé a D'e® mennyiség hatdrértive. i
/9.21/ egyenlet terzészetesen makroszkdpikus megfontolisok
zlapjin is megvaphetd, & stochesztikus leirdsban szanbsn %o-
véby léphetiia¥r, s bonyolultabb mennyiségev dtlagos viselkedd-

zét is me

}e ¢ <N }(NQe—n(rHJ( Y 922/

e s . . P .
worre-aclog fliggvényre példdul /9.16-18/ slepjdn & fenitielkhez
hesonld /de hosszadelmacadb/ szimoldssel = kivethezd egyenle-

tev Yapiuk:

9 - D(V;—*V_f\}g +1(a<4—3<1)9+23;1n(tlf}d“(r,£‘)’ /9.23/
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e

e =Dv29(ta’t)+(3<f,-0<q)g(rﬁ]+3<4 n(8 d (-2}, /9.24/
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ghol nH)/9 21/ homogen megoldésa.
A /9.21/, /9.24/ egyenletek megaldaeanak vizsgilatakor

célezeri dttérni & térkoordindtdyx szerinti Fourlerutranszfor-

niltekre
L (B = v J Tnlerdr . /9.25/
melyek iddbeli vdltozdsdt /9.21/ alapjin kbanyen mégkaphatu
Julke: '
—e (K]

ahol s ¥kerakterigziikus frekvencis

wo (k) = DK 2, -,
4Lz eredmény szt mutatje, hogy & kritikus pont felé kdzeledve
mindegyix Fourie;-kompcnens egyre lassebban tart staclonirius
drtékdher Skritikus lelessulds/, s adott K9, mellett =z nagy
hulldmhosezn /kis K ~val jellemzett/ térbeli vdltozdsok

relaxdcidja tart tovdbb,
Abban az esetben, he e ¥orreldcidét olyan kezdS dllapot-
b6l indulve vizegdljuk, melyhez s staciondrius koncentrdeid

‘(h=0? tartozik, =a Sk&] Fourier-komponensre g

~2eclklt
S;;(J‘-)’"'gk(o)e ’

© idébeli viselkeddst teldljuk. Ez arra uiel, hogy s kritikns

ponthoz kBzel a kezdeti korrelicié nagyon lassen szinik meg,
vagyis a fluktudcidk egyre jelentdsebb szerepet jatszanak

/ L 8B, fejezet/.




Végezetil hangsulyozzuk, hogy annak ellendre, hogy = 1li-

=]

eiris vizelités kvalitativen helyes-képet ad a fézisé#alakun
lig-gzeri jelenségekrSl, 2 kritkus tartomdnybeli viselkedés
pontos leirdsa, & fluktudcidk megfeleld “ezeldse cask o nem-
linedris tagok figyelembevételével t5rténhest,

Az ebben a fejeziben igmertetett mddszer sikeresen alkal-
mazhstd kinmied rendszerew¥ben kislakuld inhomogenitimol leiw
riésira. Bz az érdeves jelensdg azonban csak az dltalunk ta~

nulminyozottnil jéval bonyolultebb reakeidk esetén kibvetke-

zi¥% be.

9.4 Bnzim kinetika

Az enzim~fehérje aktivitdea s molekula térszerkezeténel
figgvinye, ami viézont nagyon érzékenﬁen,reegél 8 kBrnyezed
megviltozdsdra /himérséklet, pH sth./. Rdmddsul e biokémisi
folyamatok dltzldhan nagyszdmu enzimreskcidbdl tevéinek Goz~
sze. Izgy eldéfordulhst, hogy = kérnyezet kis fluktufeidjs 41—
tel okozett aktivités-vdltozdsok kovetkeziében a folyamat so-
rin keletkez$ molexuldk szdms szignifikdnsan eltédr ez dtlegos-
161, eminek viszont jelentds k¥vetvrezményei lehetnek, hiaszen
he a biokémiai folysmatok nem az optimdlis k&riilmények kd-
zUtt menneV végbe az veszélyeztetheti az egdsz rendszer miikd-
dését., Ezéri fontos a biovémisi reawcidk leirdsdban & stochasz~
tikus megkBzelités., '

Példaként & legegyszeriibb enzimek milkddési mechanizmusit

vizegdiljuk. Az enzimek nsgy része ugy hat k¥lesbn az dltela
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dtalakitandd molekuldvel, a szubszirdttal { 5) , hogy elébb eLy

- enzimszubgztrdt komplex {I) jon létre, melyben megtdriénik s

szubeztrit dtalaruldsa & termékkd (P) , majd a komplex az en-
zimre (E} 5 a termékre bomlik, Mindegyik reskcid megforditheatsd,
de 2 termé%x mdr csalk kis veldesziniiséggel egyesll 8z enzimmel

komplexszé., A folyamat egyenlete

kd k&
E+Sv-e.><z-k—*E+P \ /9.26/
2 b .

k, kicsi. Ez a Michaelis-lenten— mechenizmus.

Jeltljtix a tovdbbiakban a komplex-molekulsk szimit N-
nel, a tobbi molekuls szdmdt pedig a megfeleld nsgybetlivel. 4
koncentrdcidk jeldlésére & kis betiiket haszndljink majd,

4 ree¥cid sordn érvényes %ét megmerasddesi tétel. Az eryiv

az, hogy s szzbad enzimek és a komplexek szima 41landd:

E+N=En . /3.27/
ahol £, az enzim molekuldk szdma kezdetben /komplexet nem vi-
aziink be kiviiirdl s rendszerbe/. A misik baazeflliggés az, hogy
8 %iinduldsi szubsstrét-szdm (5.) meg rell egyezzen a szubsztri-
tok, komplexek és termékek szdmdnak Ssszegével bdrmelyilk ¥é-
s8bbi pillsnathen

S+N+P =5, /9.28/

. Ezek szerint a rendszer Zllapoteit ¥ét fligzetlen epdaz szdmmel

jellemezhetjiik. Legyenek ezek N és 5 . & B, (#) valdeziniiség-

eloszldst meghatdrozd mester egyenlet kdnnyrn felirhatd :

s e g bttt e = w ¢
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PN‘S ('{:} = 1‘(4 (En "N'i“;)(s*‘ 4)/\/ PN"“,.|S+4+1<2 (N‘l’"i) PN+4.5""{ -~
+ kg (N4 4Py + 1 (E=Nw ) (S =S -N+ )V P, — /9297

~ [y NISIV (sl Nt e (B~ NS, SNV B

ahol V & rendszer térfogata. A kezdeti feltdiel

Pras (0)= dhuo I, /9.30/
4 Tenti egyenlettel definidlt kétvdltozds sziiletési-kiha-
1isi folyamst egzakt elomzlisfiiggvénye nem ismert. Nem nehéz

zzonban meghatdrozni sz Atlagokra vonatkozd egyenleteket:

<N(ﬂ)-:k4<(E,—N]5>/V-(k;+‘r<;)<N>+k.r<{5.,—S—N)(E°—N>/v,
S = -~k B -N)SY/V k< N>

melyek sz <N S>RS<NDICSY &g <N A <N |5zelitésben

evvivalengek az

e = -'K,‘eﬁ -I-{ka.'i'kg}h “kt,ep e

A .—,.—-k;;E‘Q +kyn 3 :
/9.31/

r'}:': k4€0-(k1*k3)h*kfrep‘)'

determinisztikus egyenleteklel.

4 tovdbbiskban &zal e speciflie esettel foglelkozunk, ami-
kor a szbuszirit ds s termék Yonceniricidis £1landdnak tekint-
hetd. Ez kisérletileg is megvaldsithatd, ha az cnzim-rendszert
félig-itereszil hdrtydval vessziikx koriil, melyen sz enzim ill. &

komplex nem hatolhst £t, szember a /rendszerint ¥is molekuls-

méretll/ szubsztrdttal 11l, termékikel, és ha & kbrnyezei olyan

. nagyszimu 8 és P tipusu molewnldt tartalmaz, hozy ezek kon-

centrdcidja a vizsgdlt folyemattdl figgetleniil £1lsnddnsk

(o és ﬂ tekinthetd, Amennyiben e /9.26/ reaveid elég lassan

megy végbe shhoz, hogy ne zavarjz meg sz egyensulyt a hirtyival
hatdrolt rendszer és “Ornyezete %Gz8%tt, & koncentrdeid a hirtydn
beliill is 4 ill, p lesz, 3 rendszer #1llapoitst ekvor egyetlen
szdm N jellemzi. A Rileloszldet meghetdrozd master egyerlet
/9.29/ alapidn

O (8= kg (Ee =Nt Abo Py + kNt d) Prgs 4y (N4) P+ /9.32/

<+ k]'_(Ep"'N+'f}PPN_4'—[k4{E,"N)ﬁ*(kg_"fkg)N'i'klr(Eu_N)P] PN L]

emi nem mfis mint &

)\N '=(k49+k1‘,P}(Eq“N) [} /JN"—'(k1+]<3)N
4tmeneti valdsziniiségekkel definidlt ssziiletési-wihkaldsi folya-
met. & kezdevi feltétel Py (0)=dy,. Az I, tdbldzat52-53. 0ldal/

szerint sz dtlegértélr idfbeli viltozdsit az

ked+ bup ~(k4g+k.‘p+kz+k3)%)
——— |t-e

“l'l = Eo
<N( }> kot Kyt lgaekep

k) /9033/

fliggvény irje le, Emlitettii* mdr, hogy a gyakorlatban eldfor-

duld esetekben k» elhanysgolhatdan ¥icei, ezért a kdvetrezdk~

ben zérusnalr vilssztiuk. Ekkor eiyseeri kapcsolst 411 fonn

cNED és az enzim dltal Yatzlizilt reskeld egyik legfontesabb
jellemzdje, a sebeszége vozott, 4 v sebercézet a termékion-

centricd id8deriviltjaként érielmessiik, /9.31/ utolsd ezyen-




~208-

lete alapjén

vith= ky KNV, /9.34/

.
& kezdet! nulls érié%rdl exponencidlisen névekszik s stacio-

irius £ilapcthoz teriozd

3

% k:s E. IV 4
vV =
('I-(,_-rk._,‘)f K, +0

értikra, Szovdsocsabb alskra Jutunk a

n 3 ! AV

jeltlésck bevezetdodvel, Az igy adddd

RV
v =

Kmta
wichaelis-egyenlet az enzimre Jellemzd két adat (v és Krn)
segitségével adje meg & stacionirius éllapot reavcidsebessé-

gsnek & szubsztrit-koncentrdcidtdl vald flgnését,
%
v (9}

A

’

4 ¥is ¥oncentricidkre érvényes linedris noveledés utdn a re-
zkcidsebesség & K, {E,-t81 figgetlen) Michaelis-41landdnek
megieleld szubszirdt-koncentricidhdl dri el & maxinilis se-

besség (VEJ Telit. A mexrimilis sebesség ezyébkéni snnak az
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esetaek felel meg, emikor gysvorlatilag sz Ssszes enzim ¥komp-
lexet alkot. A stecionirins d1lapot bedlldcdinak relaxdcids ide—
je /9.31/ elapidn = k,{8+K, ).
Hesonldan tdrgyalhztjuk a2 széris idofliggését ie / L.
I. tdbldzet/, 4 stacicniriue értékhez tartds karavterisztivrug
ideje itt is 7. A resvwcidseberség szdrie-négvzete a staciond-
ring £llapothen
k:ﬂ*g k‘: Eﬂ K""ﬁ - Km v;,l
VEOVE (K0 E, 4

4 relstiv szdrds tehdt

Av_\/‘Km
\/*C Eaﬁ ’

ami ekkor nagy, hs kicei & mzubsztrdt koncentricid, pontosabe
ban he az £,4 szorzat wicsi K, -hez képest. /4 legtsbh kisdr-
lethen E, << eV /

4 stsciondrius dllapotra jellemzd tovibbi mennyiségek a

N . E.-N
% E, K A

N N K+ 4 Kit

hstdrsloszlds segiteégével edhetdk meg.

" Trodalom
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GOEL, W.5., RICHTER-DLYHN, ¥N.: Stochactic Nodels in,Biolagy,
tcademic Press, 1974.

vap XAKPER, WG.: in Lecture Notes in Phyeics B4 Springer 1978
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10. Stochasztikus modellek a biolégizban
4z%, hogy a stochaszikus folyamwatok hogyan alkalmazha-
%ok bicloglai jelenségek leiréséra, a.biolégia kiilonbbzd te-

rileteirdl valaszbett peéldik segitségével mubetjuk. be.

10.1 & DES srerkezetének megvaltozisa

A DHNS molekula normalis kériilmények kdzdtt kettds hélix
alaku, melynak két sz214t a szilakon elhalyezkeds kisebb mole-
kulacsoportok, az un. bazisok kSzdtt kialakuld kétések /hid-
rogén hidak/ tartjik tssze. A négy kilénb6zd bazis: az adanin
/L/, a timin /B/, a citozmin /C/ é5 a guanin /G/3 a DRS-ben
csak A-2 ill. C-G bazispirok allhatnak egyméssal szemben. A
C-G k8tés exrbsebdb, mert £Ebd hidrogén hidat tartalmaz;

Bz a specidlls makromelekule is csak bizonyos kdriil-
mények kbzdtt sbabil. A kidrnyezet paramétersinek viazonylag
csekély megvéltozbataséval elérhetd, hogy a kebtds hélix
ket klil8nadlld szélra szakadjon gzét, amelyek azutén rende-
zetlen format vesznek £81, un. gomolyagot alkotnak, A Jjelen-
ség wivdltéasinak epyik lefegyszeribb médja a hémérséklet emeo-
lése. Ennek sorén a molekula szerkezate egy darabig alig
véltozik, majd szik /néhany C-os/hémérsébkiet-intervel lumban
hirseleon megtdrténik a két szalya bomlds. A THS denaturélb&és;
nak ezt 2 m6djAt szokds a DNS olvadésédnal i nevezni. Az ole

vadasi hémérséylet /Tm/ definicié szeripnt az a hémérséklet,

aghol & bazisparok kzdtti kbtések fele mar felszakads,

A& jelenség kisérleti tanulmanvoziséra az ag lehetbeéget,
hogy @ kdtésben 1évd bazisok elektronjainak gerjeszthetéséze
kisebb, mint a szabad bézisok elektronjaié, s ennek kivetkes-
Tében a kettds hélix szerlkezeti DNS fényelnyelése /az ulira-
ibolya tartoményban/ kisebb a denaturalt DNS—énél. 2600 4
hullémhosszu fényben a hig DNS oldat abszorbeiéja kb. 40%-kal
nivekszik az olvadéds soran. A kdveilkeszd Abrs egy tipikus mé-

rési eredményt mubtat

rel, fényelnyelés

A -
42 /
1
aole. oL , —t : T ]
80 85 Tr Jo

Bz a j6l mérhetd effektus, és az a tény, hegy az zbszorb-
cld valtozdsa arinyosnak tekinthetd a felszakadt kdtéselk sza-
mdval lehetdvé teszl az épen maradt kbtések széminak viszonsw
lag pontos meghatérozdsat. Az egész folyamat idbben is kdvet-
hetd,

A tovébbiakban azt az egyszerii esztet vizsgéljtk részla-
tesen, amikor a DNS molekula kizdrdlag egy Tipusu kitésaket,
pl. csak A-T pérokat tartalmaz. Ilyen molskulikat mestersége-
sen eld lehed Allitani, s igy lehetéség adodik az elméleti és
kisérleti eredmények Ssszehasonlitdséra,

Jelslie N(»ﬂ a2 DNS-ban 1év6 bazisparok szemét, n
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pedig az ép kdtések szamit. Legyen Al ill. An annak idbegy-
ségre esd valbszinilisége, hogy az n  kitést tartalmazd molaku-
1aban/A,-ben/ 8gy kbtés felbemlik il1l. egy szétszakadt kdtés

ujra kialakni., & folyamat a kbvetkezd egyenlettel jellemez—

hetd:
ho )‘n-n, . )\N""
2,2 L LmA,L = A= A= L =2 AL 10
V' Mn [ Mu '

/EBz egybern a kémisi reakeiodkkal valbd analdgidra is utal./ Le-
cien f%m(i) annak a valdsziniisége, hegy a t pillanatban n fel
O I

nem bomloit kités van a molekuldban, ha kezdetben m  Vvol%. A

/10.1/-nek megfelald master egyenle
";mm(ﬂ = A ey P,,_m(é)—( S pin ) P (114t By m 18] 710227

imennyiben & rendszert a T, olvadisi hémérséklethez kbzell
tartomanyban vizsgaljuk, nincs nagy velésziniisége apnak, hogy
arn=N ill.n=0 é&rtékekkel jelleomzett szélsiseéges lehatésé-
gek megvelosuljapak. Ilyenker a peremfeitételeknek vérhatoan
nincs jelentSs szereplik, ezért korlatozatlannak tekinthetjilk
a folyaﬁatot.

Az étmeneti valészinliségeket az olvadas mikroszképikus
mechzpizmisa hatdrozza meg. Ha az olvadas ugy menne véghe,
hogy & kdtések felbomlésa csak adotd sorrendben térténheﬁ,
vagyis mindig 2z utolsd szétvals bézispérnak van csak esélye
arre, negy ujra egyesiiljon, s mindig csak az ezt kbvetd bazis-
pir kitése szakadhat 81 /eipzér mechanizmus/, az atmeneti va-

1észiniiségek &ilanddks
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)\n=\J ] /JHI'S 1 5

. hiszen minden bézispér egyforma., Az atlag ill. & szérisnégy-

zat 1d8beli véliozasa az I, tablézat szerint skkor
<n(E)) = me{v-811t H a=({V+$)t . /10.3/

Ett61 lényegesen killbnbdzik sz a lehetéség, amikor a kd-
tések az egész lanc mentén, epymistdl fiiggetleniil bomlanzk fel
il1, alakulnak ki ujra, m 111, X idbegysegre osd valésziniiség-
gol. A bazisparok feltételezett fiiggetlensége miatt az Atme-

nedi valdsziniségek ebben az esetben igy irhatok:

An=A(N-n) v ppE M0 /10.4/

bz ép kStések dtlagos szdmat megadd fliggvény most expenenci-

alis / L. I. tablézat/:

-—(,\+/JH
<nlt)y s n' 4+ (m-n'le s /10.5/
ahol o & stacionarius érték:
nf= N A . /10.6/

A-%/d

A szintetikus DNS-en végzett mérések egyértelmiien azt
matatjidk, hogy a fényelnyelés idbben exponencidlisan valtozik,,
ha az cldat homérsékletét hirtelen megvaltoztatjuk néhany 9c—
kal, Bzt az eredményt két elézd egyszerii modelliink jellemzdi-
vel Osszevetve arra-a kivetkeztetésre jubtunk, hogy a DHS ol-
vadédsbban elsbdsorban a véletlen kiotés-—felbomlisoknak van sze—
repe,

Az A-T bazisparoket tertelmazd DNS eseten az uj egyen-

sulyi értékhez tartss karakbterisztikuns frekvencidja (d) hje
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mérsékletfiiggéeére a kdvetkezd mérési eredmény adddott:

L d [-aec.-dj
200
460
x
1 .
o] = o
T Tm RV T Tl

Itt N jeldli a kiindulési, T & végst hdmérsékloetet. Esa—

tinkben d=A4u. A fenti adatok a /10.6/ stacioparius érték
cériseror nyert inforréciglkkal egylitt elegenddek ahhoz, hogy
oeg lehessen haYdroznl a A és M parapéterek hémérsékle tfiig-

céses, AT csSkkenﬁ,}Jtﬂ pedig ndvekvd fliggvénynok adodik,

£l
-

elvel értével az olvadésponton éppen megegyeznak:
MT,) = p(To) /10.7/

axi f10.6/-bé1l is létszik, hiszen csalk ekkor lehet n*= hi/ﬂ-

Z-demes megjegyeznl, hogy A ésu helyett haszpslhatunk

m&s piramétersiet is, példéul a

-3 g
e
A= od — cd ——— /10.8/
‘ s -3 M g -9
e” + € e" + e

definicioval bevezetett J és § mennyiséget, 4 Tenti jelélés
azért is célszerii, mert usal arra, hogy a bazispar kétallapo-
tu rendszernek tekinthetd /kSt&tt vagy felbomlott/. 4 2gkT
pennyiség ezex smerint a bezispar offekbiv koboési energidja,
A /10.7/ egwenlet csalk ugy teljeslilhet, ha az olvadasi poot

kdzvetlen kdzelében
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g= a(T-Tn) /10.9/

- ahol abo}dllandé. & tovébbra is a karakterisztikus frekvencia.

Térjlink vissza a /10.4/ 4dtmeneti valésziniiségekkel defi-
pialt folyamat szdrasénal vizsgélatahoz! Az T, Lablazatbol

1601Vaéhaté, hogy

1t *
- - 1 - A o xeult
Al =22 D B ry Ot g Al aleslt
A N FIEDY e

v

; dA .
amennyiben létezik olyan i, >0 érték, hogy :rf‘t=:0’ vagyis
m

(]t x
e 51[4__7&__.},
2 An +m(/u-2\)
tehat, ba

JER )
i

<A, /10,107
t
akkor a szérispégyzed maxinumos 2r el a stacionwriurs ailapoetba

ver{ilés eldtt, Zzen maximalis &

tik

+1

e ) (e

Bmex = SN TR pe (A mpi] -

/1G.10/ csak alkkor teljecsiilhet, ha

)\</u es n<m vagy

AP s nt > m

Bzek rzerint, ha az olvadési pont alati megnoveljik a homér-
sékletet ()\);4; n < m ) ., vagy ha az olvadesi pont [0l8t%
lecsikgent jik azt (A</H R ym ) , akkor a czoréesnécyzed

moncton nd a staglionaries




értékig, ellenkezd esetben elébb eléri A, ~ot,s uténa
cskken A% —ra. A relativ széras, V& [n negysagrendse min-
deniképpen 4/VN, tehat kicsi, ha a DNS lénc eléggé hosszu.

A stacionérius megoldas is kbnnyen meghatarozhaté:

pY L N[22 )n p NP
" n (X-+;x A+}J) :

Az 2ddig megtérgyalt két hatdreset utsn Linpmitsuk to-

vabb modelliinket! Vegyiik figyelembha, hogy a kitések #5lhasa-
dasa nenm teljesen véletlenszerii, hamem nagyobb valésziniiség-
gel kdvetkezik be obt, shol egy bizispir mér szétszakadt. Te-
gylk £81 azonban, hogy ennek hatédsdt csak a kbzvetlen Szomszé
dok érzik, Az i, és {i+4), bAzispir egylttes energidja ezek
szerint akkor kisedb, ba mindkét kétés azonos 4dllapotban van.

deldlje 2z s; vdltozd az i, bazispar &llapotét: $;s+4, ba a

Estée &

td

, €5 S;=-1, ha a kbtés felbomlott. Az eddigiek alep—
jén feltételezhet, nogy a bizispir ensrgidja a kivetlkezd

zlakban irhaté:
2}
E ( 5; 5;+4) ==V 35 8 +7£ (6;-&5;{_4) y
ahol V két szowszédos bazisphr kSlcsdnhatési energizjéval, h
pedig egyetlen bazispar effekbiv kidtési energiajaval kep-
ceolatos peraméter, Mindkettsd fiigmetlen i ~t61, hiszen csak

egyfajta bazispar alkotja e molekuldt, Az egész rendszer Ha-

mllten~figgvénye tehat:

Kz“\'z 5;5;_,,4 +h2 5; 3 /10.11/

aria  v— J ,h—(-H) megfeleltetessel nem mas, mint
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a kililsé térbe helyezett egy-dimenzids Ising-modell Hamilton-

. fﬁggvénye‘/7.lﬂ Az analégia a2 dinawikéra is tovabb vihesd, s

igy a 7. fejezet eredményei alkalmazhatdk. A Pls,, s.,...5..t)
valoszinliségeloszlést a /7.5/ master-egyenlet hatarozza neg, s
a részletes egyensuly elvének félhasznalasdval az Atmeneti

valésziniiségre a

4

g [1-s0 27 (b-silse )]

kifejezést kapjuk (L. /7.17/). & egyelére ismeretlen Allan-
do,

bE-—-'“’lg s r=th2U ;

és bevezottiik a g=h/kT ,U=v/kT jelslést is. Jelolje S;
atlagértékét most is q;(t). Az erre vonatkozé egyenlet,/7.18/

2 transzldciés invariancia felhesznélasa utén igy irhato:
4
&
Itt v jelenti a kdzvetlen szomszédok kbzdttl korrelaciss fligg-

G (t)= — g, (1) + 27 (g, (B g, ) b [4- w1 ] . 710,02/

vényt, melynsk egyersulyi értéke a g =0 esetben thlU (L.
/7.15/). Faltesszlik, hozy &z olvadasi hémérséklet kiriil g most

is elhanyagolhatoan kicsi, A vizsgalt folyamatban r, a kiin-
duldsi T, hémérséklethez tartozd ertékrsl indulva valt &t a

T hémérséklethnez tartozd kifejezésre., Az olvadési pont kdz-

. vetlen kbzelében maradva azZonban csak %is hémérséklet valtoza-

sok tdrbvénhetnek, marpedigU lassan valtozo fiigevénye 1 -nck,
igy elsé kbzelitésben 2llandénak tekinthetd. Ezért fr -st vé-

gig thlU -val nelyettesithatjiik,



to

LR I

A

A

4 DHS olvedesat vizsgdlve nem o;{t] a meghetérozandé
Benoyiseg, henem tovébbra is az ép kitések adtlagos széma, Az

§; éritckek isperztében nyilvén az

h=%§:{4+sﬂ‘

o
C,
4]
5]
-
)
]

dja az ép kitések szémét, ezért
N

<n(ﬂ>=—? +§_M 9 (1.

A /10.12/ egyernletek Gsszeadase utén <n{4)) -ra a kivetke-

zd beszefiggést kapjuk:

- . = N e

A = ={4-m & {<n>—3{4—e {hs]} ,
aminak me:sldésa

cnlt)> = ¥ +(n.—h*) €&t .

ahol most

¢+ N

‘ u
5314'; thg) y d=ld-thalU)d

és n, a kesdeti, a 1, homérsékleten mért dYlagos kbtés-szam,
4 bazisparck kOz8tti kilcsdnhatas figyelembevétels ssebén ig
exponencidlis lecsengést kapunk tehédt, de mind asz egyensulyi
értik » tlnd a relaxdcidés id6 médosul. Az olvadési hémér—
séklethez most ie csak a g=0 érték tertozhat, szért /10.9/
sovabbra is érvényben marad. 4z U=o esetben terméczebesen ko~
rébbi eredményeinket { L /10.5-8/, /10.8/)%kapjuk vissza.
bz U e—mos hatérértékben new tapasztalunk id6beli valto-
zést, <nlt)> =c./
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Végezetiil érdemes megemliteni, hogy a fenti gondolatme-

net négy bazist tartelmazé DNS-re is kiterjeszthetd, amennyi

ben a bAzisplrok egymds uténi elhelyezkedése valamilven sza-
balyosségot mutat. Az ilven jellegl szamolésok célja az, hopy
& modellre veonatkozé eredmények ill. é18 rendszerekbdl pyeri
DNS olvadésdra vonztkozd mérési adatok Gsszehasonlitésaval va-
lamilyen informicidt nyerjlink a molekula bazissorrendjérél.
Az%, hogy ilyen kapcsolat létezmik,a kivetkezd egyszeri gondo-
latmensttel léthatjuk be. A kizdrdlag A-T bizispérokat tartal-
mazd DNS olvadéspontja;T;T alacsonyabb & G-C parckat tartalma-
z6énéal, Tg¢ ~nél, hiszon az utébbiban talalhatéd kdtések erd—
gsabbek. Tekintsiink most egy olyan molekulat /a.eset/,.melynek

dseszotételea:

AAA .. . AAGG ... GGG

o Lo Lo
TTT --TTCC.--CCC

Az A-T parokat tartalmazd rész nwilvan mér a T.7 homérséklet
koriil szinte teljesen folhaead, Ezubin a szorkezet a tovabbi
melegités hatéséra alig valtozik, mignem Tge kézelében boks-
vetkezik a teljes denaturdcid. Ezzel szemben az ugyanannvi

bazispart tartalmazo

LA GAGAG

[ T T
T CcTCTC.

molekuléban /b.eset/ az A-T kdtések Tar kBTl mig nem bomla-
nak fél, hiszen a kornyezd G-C parok ozt megakadédlyozzal. Az
A=T bézisok iazitd hebasa abbap cutatkezik tes, hiry 3 hirie-

len denzturdl dis z TEC—nél alacsonyabb hémércekleten torté-




nik meg. Dzek alapjén f8lvazolhatjuk a kilénbdzé esetekre n'

- véltozhsit a himéreéklet fligsvényében: j : ) kiepészit$ bdzisok kerlilhetnek e;ymissal szembe,
+_§§ Ehhez pagyon hasonlé folyamat a DNS egy sszakaszénak un,
S o dtirdss, amikoris a mepgfeleld hirvivé BNS szintézise tértenik
b’ meg & DNE minta /tewplit/ alapjin. /A4 hirvivdé RHS-—ek bazis-
sorrendje hatérozza meg azutdn a fehérjeszintézis menetét,/
0,5 - a Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a vizsgalt DHS
szé&l minden bAzisa egyforma, s legyen a lemasolandd szakasz 5
0 e . . . d - . . s T[] nukleotidjainak széma N, Jeldljik a szinuvézis kezdd bizisit az
63 95 85 35 105
Tat ' ¢

n=4 indexszel, Tegyiik £01, hogy ha ide bekapcsolédik a Eiegé—
kiindez tehadt azt mutatja, nogy a DNS molekuldlk fényelnyelésé §21t8 nukleotid, skkor ez méir nem vélhat le, masrésst ast,
nek olvaddsi pont kOriili mérése informacidt szolgéltathat a hogy @z n=N indexl bizis elérése utén 2 folvemat azonmal lo-
bazissorrendrdl. /A témdhoz kapcsolédd irodalom példéuls all, Peltételezhetjlk, hogy tetszbleges kbzbensd helven az u-
¥.S. Goel: Biopolymers 6, 55, {1968); N.S. Goel - E.¥. liont—

roll: Biopolymers €, 731,(1968)./ : ]

teljéra beéplilt bazis bizonyos vaiészinlséggel /melynek 186-

egységre esé értéke § / még levélhat, & korabban Gsszekapcro-

! lodottak azonban mar nem. Egységnyi 1d6 alatt csak egy uj bz-

10,2 Makrowolekulék bioszintézise zis beéplilése kivetkezhet be, s legven ennek valdszinlsége v,

3 A DNS 'molekula a sajt osztoddsa soran megkettézi Snmagat. A DNS sz&l homogenitisa miatt sem Vy sem$ pew fiigghet a pil-
g Ez a replikdcids folyamat a kettds hélix szerkezet lokalis lanatnyi allapobtdl. Az igy definia;t koTlétozott szliletési-
; meghomlaséval /depaturacidjaval/ jar. Az igy szebadda valt két kiha.ési folyamatot a kivetkezd egyenletek irjak le:
" 574l mellé azutéan beépﬁln3F a kirnyezetber mir megtalilhatd Ernz..y &.m + 8 %ﬂm )

DBS elegységek, az un. nukleotidok, melyek egy bazist, St-szén- )

atomos cukrot és foszforsaval tartalmaznak. Az utdbbiak sagit- pn.m= v Pn-a.m ’(V*S)Pmm 4 3 Priam  , A<em, /10,137

ségével kepceolédnak Gssze az egymds mellett elheléezkedé nuk- P P

leotidok, Az egész folyamat’természetesen kiilénféle enzimek N““=~u NAm '

delenlétében megy csak végbe. Végeredmép;ben az eredetivel e megielell kezdéfeltétel

teljesen megegyezd két egvforma DNS janjféﬁxe, hiszen csak a ] R“n1(0}= J;A . F1G. 14/
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Az n=4 &llapot visszaverd, az n=N 4llepot viszont nyeld tipu-
su, Paqlt) annek e valészinisége, hogy 1 a5 alatt n bézis
baépililése tértént meg. Az igazdn érdekes mennyiség azonban
most a szintézis 4dtlagos ideje, tehat az az &dtlagos idé, a-
mely alatt & folyamat /eldszdr/ az N 4llapotba ér.

Ennek meghatérozdsa érdekében az elsd elérés -idejének ge-
nerétorfiiggvéhyére, az Fg”n(tlmre vonatkozé egyenieﬁet kell

vizsgalounk. /2,50-53/ alapjén
FN,m(i)=vFN|h|+4 '(\)'l' g)F‘NIm.-i- 8 FNll’“-‘i Y d<m< N 5

-

.

na (F1= Y2 - Vg o /10.15/

i}

ﬁN-,NH] o .

A kezdeti feltételek:

Fumlol=0  ,ha  A4&m <N-q , F,lot=y . /20.26/

Vezessiik he a Laplece-~transzformaltat az

[~

{N]m(oh _[ 5 P (Fhdit 710,17/

i\
L8]

definicidval, Az eldzdek szerint az {gﬁn -re vonatkezd egyen~

letek ¥
VLNW“1=(°+V*3)lNﬂn’ginmw4 . 1< meN-4

vy o =tsevifyg /10.18/

V{8948 ey - $ fumen

Az eolsd elérés T;Jn idejére {Nﬂn ismercte nélk:l i

masrészt viszont

IROE f Fagn (1) dt = 4,
0

hiszen & pyeld elérése biztos esemény. A /10.18/ egvenl
4 zzerinti derivélasa ubdn az elsd elérési iddkre a ko

bsszeflizgéseket kapjulk:

VTN‘IT]-!'& = (\J+S)TN‘T"I —STN\m"'l _4 1 4<m£N""1)

t
o

TN.N = H

\J TN12-= VTN'.1-4 .
f10,20/ Atirhatod a
“tjxhnn"jh‘m+4) = 3 (Th.m~4"TL.m)'+4
o a
alakba, A fenti egyenlet homogén részének Tﬁm megoldasa

kinnyen megkaphatd:

i~ ~ - om-L m-t
T = Tgmaa =M = & .
ha {"TJN'A - ﬁﬂ) -t A-nek vélasztjuk. Hbbbl
N-d
Tom = L.

feem

g fel

. tudunk irni egyenleteket, /10.17/-b81 ugrunis leolvashaté,
hogy
oo
) a‘{-N,m':s)
Thm = J* Fum (et = — ; /10.19/
o 99 4l

etek

vetkezd

/10.20/

710,21/

/10.22/
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Ennek ismeretében célszerii a /10,20-22/ egyenletek Altaléncs
wegolddsiat 8 kivetkezd alakban keresniink '

-4

T = L, ad "

fwm

/10.23/

4z o; egyiitthatdkra bshelyettosités utén azt kapjuk, hogy

4 L~
a., = o;_, +-\7J~ '

és /10.22/ is teljesiil, ha formalisan @, =0 -t irunk. Bzt

felhasznalva
TN |
g A=<
Ud: = =
B er
/10.23/—pa visgzalrva
4~"4
A=
4 ) -
T W m — -t —— GL:S .
N.4 v4-¢[N ARy ] K A

4 fenti képlet tehdt megedjm az N bazist tartalmazd DNS
vagy RS molekula szintetizélésénak &tlagos idejét a V és 9
paramétarek fiiggvényében., /Hasonld médon & szintetizalasi ids
szérése is kiszimithaté lenmne./

4 konkrét esetekben nyilvan N3 4, masrészt a bonlas

valészinlisége nagyon kicsi (<K A}, g ilyankor

T =—S{(4+¢) .

Az o0 hataresetben visszakapjuk a Poisson-folvamatra is-
mert aredményt / L. 5. péida/,
4 Y paraméter kisérletilag mérhetd mennyiségekkel is

kapcsolatba hozhatd, Ha densturalédasi folyamat gyorsabd =
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‘ szintézisnél, akkor az utolsd megkdtdtt nukleotid melleti

hely mindig hozz&férhetd. Annak a valdésziniisége, hogy ide egy

bézis kerliljdn egyrészt a kdrayezetben 1évd komplementer nuk-
leotidok e kodcentrécibjatol, mésrészt az E adszorpeids energiatdl

fligg. FPoltételazhetd, hogy T héwmérsékletii oldatban

ahol 8 &llandéd. A szinbézis ideje ezzel

=~ Jﬂ— eﬁ? .
i Be

Mindez wzt mutetja, hogy a smintézis sebessége nem nagyon ér-

T

zékeny a nukleotidok kencentracididra /hacsak nem tébb nagy-
ségrendli a valtozas/,visont erdsen fiigg az adszorpeids energia-
ToLl, zért az utébbi valtoztatdsa, példanl mas molekuldk DNS-

hez kidtésevel, 6 médszer lehet a bioszintézis szabalyozasara,

10.% Bakteriofédg fertsbzés

4 bakteriofégolk, mint altaldban a virusck, killsé Tehérje
burokbdl ili. az ebben elhelyezkedd &rokiss anyagbdl allnak.
Az 0rék1%é anyag egyes fajtakban RNS, mdsokban DES, Az egyszur il
fagok kiilsd burka repdszerint szonos fehérjemolekulékat tar-
talmaz, melyek megleptien szabalyos aleskzatokba rendezédnelk,
Hosszussgulk 1000 g nagysagrendi.

4 figok a baktérivmok parazitai, Mivel 6nalld helyvale-
toztatésra nem képesek, az oldatban Brown-mozgist végeznek.

Ha azonban fitkGznek a megfeleld baktériummal, akkor annak
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félﬁletén megtapadnak. Bkbzben a bektérium sejthévtyijénalk.
'tdlajdonségai megvélioznak, s valamelyest ghtoljdk ujabb fa-
gok beépiilését. Egy gazdasejt fellletén ezért csak kerlitozott
szamu fag helyezkedhet el. A megtapadde utén a fégok Brokitsd
anyaga bekeriil a baktériumba, és annak anyagéf, igy tobbek k-
z8%% aenzimelit is fSlhaszndlva replildlsédik. Ugyanakior neg-—
kezd&dik a fég Grdkitd anyaga 4ltal vezérelt fehérjészintézis
is, mikdzben a baktérium sajht febérje termelése leall. 4 Spe~
ckdlis fag fehérjék egy része a tovabbi fégreplikaciét segiti
eld, mésik része burok-fehérje, ill, olyan anyasg, ami a gazda—
s6jt hdrtyajénak feloldésahoz szﬁkséges mejd. Bgy id6 mulva
azutdn megkezdtdik az RFS /vagy DRS/ molekulék k8riil a burok
kialakuldsa, s ilyen médon a fertézés pegtdrténte utan 15-60
perccel 2-300 uj fag taldlhatd mAr a baktériunm belsejében., BE-
zek a sajthértys feloldédédsa utéan kikerfilnek az oldatba.

4 tovabbiakban azt vizsgidljuk, hogyan valtozik idében e-
grvetlen baktérium faliiletén a fégok'széma,n . Jeldlje X a
szuszpenzidban taldlhatd, még szabad fhgok szémat, o pedig
a gazdasejt hartyéjan megtapadt fégok széamét. A sejthértya
telitetteége esetén annak idbegységre esd valésziniisége, hogy
ujebb fég tAmadjz meg a baktériumot s kiilsd fég—konceutréciél
%61, ill, a baktérium felliletén még betSlthetsd helyelk 5zé-

mét ol fligg., Mivel a levAlésnak nincs asélye, a folyamaiot =

)\n=>\x(5—h1 s /-‘n"'o
&tmeneti valdésziniiségekiel definidlt sziiletési-kiheiasi folya-

metial irhatjuk le, x maga i5 véletlen valtozé, a vizegalt je-

w207

lenség szempontjdbdl azonban fluktuidcidja nem jatezik lényeges

_ szerepet, ezéry elegendd az Adtlagértékét, x{(f) —t hmeznalni,

x{t) kisérletileg meghatérozhaté.
Koazdetben a baktérium még nem volt fertézdtt, ezért an-
nak Pn,(t) valésziniségét, hogy + id6 alatt n fég tapad meg a

fgliiletén, a

Aol (Bt 4o B (6= A x (0=} s8] , 020
dt /10, 21/
EJ.O (=0 ’ Pra (o) = Jﬂ.” !

mester egyenlet megoldhsa adja meg. /10.24/ inhomogén Markov-
folyamatot ir le, melyet azonban kdnnyen visszavezethstiink ho-

mogénra, Definiéljuk'ugyanis a
.t

814 =[xl at ., d0 = () dt

2
uj valtozds. A R,o(8) fiiggvényt meghatérozt egyenlet, /10.24/ a-
lapjan
M ‘:)\(0+4—ﬂ) Ph_ﬂo(e) -A(‘S—h} Ph,a{G] i P—4|o{e) =0 .
48

Lz n'=4-n. helyettesitéssel kapott homogén kihalési folyamai
eloszlasfiiggvénye az I, tébléazatbdl /52-53.0l1dal/ leclvashatio,

az eredopény:

' a8\ _a6(a-n)
Pﬁﬂn'lo (e’)'—‘- Pn_o(e) = [a} (4 —g ) e

A /10.24/ egyenlet megoldésa ezek alapjén
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/_3\ n A-n --}\J-X“-I} dt' .
in(”‘{n]“*"‘“” glt)  ,  §=e °
antf) ismeretében kdnnyen meghatérozhatd & bektériumhoz
kapceolodd fagok &dtlages széme az*iaﬁ-ﬁﬁggvényéban:

_,\[ () d ¥’ ]

Cnlt)>= 6[4_—6

A masik érdekes ﬁennyiség a fertbzetlen baktériumok széma.

¥

Tegyik T61, hogy t 1d6 alatt az 8sszes fag megkdtddbtt:.

% (£*]:0, Ekkor annak a valészinﬁsége, hogy egy- sajt fertdzetlen
narad

. A
—Aﬁfx“?dy
Poo [t} =€ 7 ®
Ha eredetileg N baktérium volt az oldatban, akkor kdzelitéleg
N Pmo({*] adja a fertézetlen bektériumok szfmat. Amsnnyiben

a i 1d6 gléggéd rovid, a fertdzott sejtek szima

NN (4o 22 5)
(= - b

tehét exponencialisan nivekszik a kezdetl fag-koncentracid

figgvényében, Grafikusan:

%(0)

40N
Az Abrédn feltiintettiik azt a mérési eredményt is, zmely Sze-

2 2G

rint azoknak a baktériumoknak a szdma, melyokbdl fagok sza-

. badulpek ki / Nmid /, § —alaku gorbét ad a kezdeti koncent-

racid fPliggvényében, Az eltérés oke feltehetben az, hogy & fer-
t6z8t4 bakbtériumok kS28tt van néhany, amelynek sejt-hartyédja
new 0}dédik £81, s ez elsbdsorban slkkor fordul eld, ha az egy

baktérivmet megtenmadott fagok &tlages széma kicsi.

10,4 Az idegsejt ingeriiletvezetése

A kbzponti idegrendszert alkotd idegsejtok, nauronok egy
része uagyszému*més idegsejttel van kapcsolafban. Egyetlen i-
lyen neuron niikédésének leirasdhoz elvben szinte az Osszes
t6bbi Allapotanak ismerete szikséges lenno. Mivel ennyi infor-
mécid rendszerint nem A1l rendelkezésiinkre, az egyves idegsej-
telk ingeriiletvezetésének modelljében a t8bbi neuron hatéesat
célszeri stochasztikus haftérként figyslembe venni.

A& modell megalkotédsa eldtt tekintsiik &t rdviden az ideg-
sejtek szmerkeszetére és uiikbédésére vonatkozd legfontosabb tud-
nivalékat, A neuron sejttestbtl, vagy szomébol és kiildnbdzd
nyulvényokhél &11. Az ingeriiletvezetés szempontjabdl alapvetd
fontoscagu nyulvény az axon. Mindern peuron altaldban egvetlen
axont tartalmaz, melynek hosszuséga rendszerint jcvél nagyobh

a szbéma linedris méreténél fegyes esetekben z wméteres nagység-

" rendet is elérheti/. Az axon végagakra bowlik, melyek kiszéle-

sedett végrbédésekkel un. végbunkOkkal rendelkeznek, Az ideg-
sejt masik jellegzetes nyulvénformajat a dendritek allkotjik.

Ezek a szomabol kiipduld, az axozndl joval rdvidebb, elégazo-

# esetenként tobb ezer
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dé nﬁulvényok bonynlult halézatot alkotnak., A kbrnyezd neuronok
axonjsinalk végAgei 2 depdritek vagy a szoma fellletén végzéa—
nek, Az idegsejtek kozbtti kapcsolatot sz un., szinapszisok bis-
vosltjek, Szinapszisnak nevezzilk a végbunkd, az ezzel szamben
elhelyazkedd sejthirtya rész, az un. pésztszinaptikus mambrén,
és a kogztilk levd kb, 200 K vastagsagu szinaptikos rés egylitte-

A d=
Sev.

+—danaritek

~re it gz omszEG0S nAUTOR axonja

526ma

axondomb 5zZinapssis végbunkok

Az €16 .Bejteket hatérolé sejthirtya két oldale kézd6t
mindig potencidlkiildnbség 4ll fenn, s mindig a sejt belasje
negativabb. Ingermentes idegsej% esetéﬁ ennek az un. ayugalmi

petenclélnak a nagysidga kb.-70 oV, /A nyugalmi potencial kia-~

~2Zle

lakulésénak oka az, hogy bizonyes egyszerii ionok ~f£8leg a E

és Fa— Ykoncentracidja nem azomos a sejb belsejéhen &5 kdrnye-
zetében, A koncentricidkiilénbség fen;tartésa energiaigényas
abhyagesere folyamat eredménye./ Ha a membran két oldala kézdtti
fesziiltséget kissé megvaltoziatjuk, a kiilsd kényszer megsziin-
tetése utdn a potenciil exponencialis lecsengéssel visszaall
kiindulasi értékére., A folyamat relaxicids ideje (Tﬁ néhany
milliszekundum.

Ha azonbap a membran-potencial elér egy bizonyos kiiszbb-
értéeket / [~ 60} —{~55) mV /, a sejthartya permeabilitase
hirtelen megvadltozik, bonyolult ion-dramlés indul meg, mely-
nek kdveikeztében & membrédn polarizdcioia rovid id8 alatt eiw
lenkezd eléjeliivé valik, s a fesziiitségkiilénbség abszolut ér-
téks kb. 30 wV lesz. Az igy létrejott jelentds potenciilkildnb-
ségat nevezzilk akeids potencidlnak, vagy a neuron impulzusanak.
Az impulzus keletkezésének a helye a szdma és az axon kdzitti
atmenet, az un, axondomb membranja, ugyanis a kiiszdbfesziilt-
ség itt a legalacsonyabb, A kislakult akeiés potemcidl kivet-
keztében a szounszédos fartomanyor is depolarizalddnak, s vé-
giilis az akcids pobtencidl végighalad az axonon egészen a vég-
bunkékig. Ezen fesziiltséghullém terjedési sebessége Allands,
1~100 m/s nagységrendil, Az egész folyamatol az idegsajt inge-
rilletvezetésének, vagy tiizelésének nevezzilk.

Amennyiben adott helyen vizsgaljuk a fesziiltségviszonyokat,
akkor azt talaljuk, hogy a nyugaimi &llapot néhany msec alatt
visszaall. Az akcids potencidl kislakuldsdt kovetd un. abszo-

lut refrakter periddusban /kb., 2 msec/ azonban egiyiéltalén nem
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kelthets ujabb akeids potencidl, a kdveikezd néhény milli-
szakundur /a reletiv refrakter periddus/ alatt pedip csak az
eredetinel joval magasabb kilszdbérték elérése utdn alakulhat
ki impulzus. 4 kﬁszﬁbfaszﬁitség kizelitdleg exponencialisen
/ ¥ =0oAT relaxdeids idével/ csbdkken nyugalmi értékére,

Miutdn az akeiés potenciil eljutott az axon végbunké-
iba, ot% specidlis kdzvetitd anyag szabadul £81, mely &tdif-
fundal a szinaptikus résen és a mésik neuron membrin-fesziilt-
séginek nagységét wmegnbveli vagy lecsékkenti attél fliggden,
hogy géatléd vagy izgalmi szinapszisrdl van-e szd., Azokban az
idegsejtekben, melyek sok mésikkal vannak kapesolatban, az
ilyen posztszinaptikus potencialvaltozés értéke ner tul nagy:
néhény tized millivolt., A kialakult feszﬁltségkulﬁubség a
denlritrdl azutan lényegében gyengitetlentl Atterjed a szb-
mara, ahol a klildnbdzd szinapszisckbdl szarmazéd potencialok
bsszegezddnek.

Az ingeriletkeltés szempontjabol lagfontosabb hely az
axondomb, ezért a tovébbiakben az itteni membran-fesziiltsé-
got [x) vizsgaljuk, Modelliinkben tételezziik £51, hogy minde-
gyik szinapszis azones nagységu {alU) posztszineptikus potens
cidlt kelt, s ezek pagyon rdvid id8 alatt eljuvnak az axon-
dembhoz, Legyen a peurcnt érd izgalmi ill. gdtlé impulzusok
atlagos frekvenciéja{; ill. L_. Az idéegység'alatt felvett

4tlagos fesziltség tehdf

m=(fo-L)al | /10.25/
enngk szorésa pedig )
s =L +{ ) aU) . /10.26/

Vélasszuk a nyugalmi potenciélt az x=0 értéknek, A feldlli-
tandé egyenletnek azt kell kifejeznle, hogy kiilsd impuizus
hiényéban, & kiiszdbérték alatti potenciil exponenciidlisan
csdkken nullara, és tartelmaznia kell a stochasztikus inger-
lés hatasat is. liivel a all potencial joval kicebb e kiiszobe
fesaliltségnél célszerii X-et folytonos valtozonak Sekinteni.
Jeldlje Fit)a posztszinaptikus povencidlok Seszegének idfegy-
ségre asb jarulékat a i pillanatban. Amennyiben a beérkezd
impulzusok kézdti eltslt Atlagos i1dé jéval kisebb, wmint a
membranpotencidl relaxécids ideje Lft>9'4[T), feitetelen—
hetjik, hogy ?THJGauss-tipusu zajként modeliezhetd,melynek
parsmésereis /10.25-26/ hatérozza meg & folytonos hatéreset-

ben / L. 2.8 fejezet/ Az X- re vonatkozd mozgdsegrenles

x =-= +F),

ani a varhato artélk levalasztésaval az

= -2 oam+fH
/10.27/

i =0 , < HA) L= B (it

Langevin-egvenletre vezet, A fenti leirds csak addig érvémves,
amig & membracpotencial el ner éri azt & kritikos értéket,

ghol z tiizelés megindul, Jeldlje

B{t)=B +pe'°' 710,26/

az 146481 fuged kiiszobfesziiltsépget. A korabbi adatol alapjan
Bes A0mV , ¥ =05 5msec. f-t 460 & —nek valasztjuk. 1 sz u-
tolséd akeids potenciadl refrakter periodusénalk befejezidése G-

ta sltelt 1d8. A /10.27/ egvenletben tehdt -co< x < B(t) éz Blt)




a folyamat id8t61 fiiggs nyels éllapota.
Célszerii dttérni a valészinliségeloszlés vizsgélatéra,
A folyamathoz tartozsd Fokker-Planck-egyenlet / L, 3. 7.f0jezet/

2
gPixtly) P(x‘tl"’")= -2 ((m_g )P(x,tlg)) + & 9 Pixtlyl Plxtlyl

" T

abol y jel&li at=0 pillanatban mérhetd membrin-potencidlt.
A kezdéfeltétel

P{x0ly) = d{y-x) , /10.50/

azt fejezi ki, hogy zérus id8 alatt semmilyen Atmenet nem

torténhet. A nyeld Allapot Jelenlétét a
P{B(thtly )=0 /10.31/

veremfelvétel fejezi ki, / L. 43, feladat/ de teljesiilnie
kell o

P{-etly)=0 ‘ /10.32/
Ssszeflggésnek is, hiszen véges 136 alatt csak véges valto-
zé5 kdvetkezhet be,

4 /10.29/ egyenlet megoldasa a /10,30-32/ Teltételek
mellett meglehetésen bonyolult, ezért eldszér ggyszeriibben
kezelhetd specidlis eseteket vizsgalunk.

Elst kdzelitésben hanyagoljuk el a kliszdbpotencial 1d5-
Tiggését, és tételazziik £61, hogy = neuroﬁ két egymést kive-
t6 tizelése ki2dtt eltalt ids jéval kisebb, mint & membranpo-
tencidl relaxacids ideje. Az utobbi Teltevés a T —r oo hatér-

esetnek feiel meg /10,29/-ben. Ilyen moédon olyan diffuziés
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folyamathoz jutunk, melyben mind a drift, mind a diffuzids
egylitthatd &llandd, s amelynek &llapotterét 2 B nyeld &lla-
pot felllrdl korldtozza. & megfeleld valdsziniiségeloszlés a

II. téblézat /66. oldal/ alapjén:

{v—y—mff 2. B-y}{x-8)
e o (X
F(XIJCILJ):\/QTII‘G“N{:E e (4—e /10.33/

A moéell egyik legfontossbb jellemzéje az egymast ki-
vetd kislilésel kOzbtti &tlagos 1d6, Ernek meghatirozasahoz a
B 41lapot elsd elérési idsjénsk F(8,tly) eloszlésfiggvenyét
kel ismerniink. Az &ltalanos médszex (L./3.11/ egyenlet/)hasa-
nalata helyett wmost egyszeriibben is célhoz Juthatunk, ha ész-
revaessziik, hogy a nyeld &llapot t és t+At k6z8tti eléréseneck
valésziniisége a (-00,8) iptervallunban valé tartézkodis valée

szinliségének wegvaltozasibbl adddhat csak:

8
FUBly) = —| [ Plxtetiy)o Plxitiy)) dx .

A At -vel t8rténd osztis, a /10.29~327 egyenletek felhasz-

nalése és parciélis integralds utan

2 éP(x.-t[tj)
Pl =—3 =, -

Ennek alepjan /10.33/ derivélésavel s keresett eloszlasra az

' (B-y-m)
-y 4 aef
FlBily)=228 e
+ V2T

kifejezést kapjuk, ebb8l az elsd elérési idd

-

T(Bly)= [ 1 F(Btiyldt= 228



4 szoTésra (B-y}&® /m?d adsdik,
He ez abszolut refrakter periddust is figyelsmbe vassziik,

akgor ket flizelés kdzftt eltelt atlagos ids

<t>="T, + T(Bly) ,
abol T, az abszolut refrakbter periédus hossza.
Térjlink most ra anoak a reilisabb esetnek a vizsgélatéara,
amikor 2z 4 /T mennyiség mér nem hanyagolhatd el, Célszerl rig-
ton az elsd elérés idejének ¢loszlésfiigpvényére vonatkozd 8-

gyenletet vizsgélni.'Ffﬁilg) , mint tudiuk, ( L. /3.41/ )
tlelegiti & forditots Fokker-Planck—egyenlatet:

sfr(s,ug)z(m_i) BF{6.tly) . 6% 22 F(Bxly)
3t THogy 1 Ay

/10,247

F(8.0ly)= d(B-y) &s F(B*I1B) =d(4)

kezdeti-, 11ll. perewfeltételsk mellett, A 10.2 fejezetben 1a-
tott eljArashoz hasonléen most iz érdemes Attérni F(G,th)

idd szerintl Laplace-transzforméltjara:

3{(8,n)y) &2 9 (8,n]y] .
ﬂi(ﬁx"j‘i)"‘r(ﬁ‘ﬂ}“(m*%)_{—g’;—\'{“ iy T . /10.35/

¥glallithatunk egyenletet kizvetlieniil mz elsd alérés i-
dejére is, hiszen /10.19/-hez hasonlben
(8 nly)

-r(mﬁ)z__f__-_tf_

GRS d=0
4 pyeld elérése wost iz hiztos esemény (4(&0l5)='1) y ey a

kdvetkend Oscszefliggésre jutunk:

r
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dT{8ly} & &2T(8ly)
dy i d y?
Ezgn kbzbnséges diffarencidlegyenlet megoldédsa nem fejezhetd

ki elemi fuggvényekkel, de a végeredmény numerikusan megadha-

0.
X
of <ty
ol
03
o2
o .
5 (f=f) AU (= EE) :
o% 0 og An - B t

4 fontl grafikon lényegében a kisiilési frekvenciat abrazolja
az ingerld$ impulzusok frekvencidja fiiggvényéber, dimenzidt-
lan egysépgekben. A felhasznélt paraméterértékek: ale= o 1mv,
T = Ssec y Tyw AFgec 4 B=A0mV. A kiinduldsi fasziiltséget
zérusnek védlasztottuk (y=o), és a két tigzelés kizits eltalt
dtlagos id8, <i) az abezolut refrakter periddus hosszénak

Ta -nak és T{8l0) _pak az bsszege,

Ta8ben valtozé kiiszobfesziltség (pl.: /10.25/)eseten a
FokkermPlanck-ag§enlet egzakt megolddsa reménytelen, Vegyiik
azonban észre, hogy a relativ refrakter periddusban az impul-
zus kibocsétdsok kézdtti atlagos idd joval hosszabb, mint ké-
s6bl, hiszen B(t) nagyon nagy értékrsl csokken B ~re., Ez ugy is

tekinthetd, mintha a neuron niikédése a relativ refrakter pe-

ribddusban lelassulna, és ugyanakkor kilgzdbfesziiltsége az &l
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landd B &rték lepne. A lelassulés mértékét a

8
= m
figevénnyel jellemezhetjiik., Mindez ugy is fogalmazhatd hogy az
. T
fr —{s-j(8) 1 U g

athelyettesitéssel definialt uj folysmat, melynek nyeld &lla-
pota a B = konstang értékhez tartozik, jo kézelitéssel u-
granazokat az eredményeket kell szolgéltassa, mint az erede-
t1i folyamat.
/10.29/ helyetst most a
: 2
B_Pé.zf.lﬁ_) .—.»-59; [(mj—%) P(x.ilg)}-f-gfju—(éi;lﬁ

Fokker-Planck—egyenletat kell vizsgalnunk, Célszeri attérni

az

t
I(t):fj(é}om‘ y o dl= (8 di
°
uj valtozéra, mellyel a peremfeltétel a

P(B,TWIy)=0
alakban fejezhetd ki. A fentiekbsl latszik, hogy a P(x,%{q)
elcszlés a rdgzitett nyelsd éllapbttal Jellemzett diffuzids
folyamat megoldésa, Hasonléan, az elsé elérés idejének
F(B,{ly) gensrétorfiiggvénye a /10,34/ egyenlet megolddsa-
b6l taphaté &t > ] helyettesitéssel, az elsd elérés idejét

pedig a

T(8lg)= [ 4 F(Btly) (0 b

=250

Ssszefliggés adja meg.

A /10.34/ egyenlet numerikus megoldasinak ismeretében
tehdt viszonylag egyszeriien eljuthatunk a vialtozéd kliszibfs —
szliltségli folyamat Atlagos tiizelési frekvenciajanak kdzelitd
meghatarozdsahon, A konkrét szimolisok azt vutatjak, hogy a
végeredmény nem fligg erdsen a /10.28/—ban szerepld B paruméter
értékétsl, amennyiben B> B, 4 p=4008 valasztés mér ebbe 2 tar-
toményba esik. A kivetkezd abra a fenti modszerrel kapoit e-
redményt mutatja / T=oFmsec, a t8bbi adat ugyanaz, mint az

alézd esetben/:
T

o6 | <t
08 |
ol
a,.%
0,2

o

O oF of 40 42 Ay 8

Azt latjuk tehat, hogy medell-neuronunk nem reagal, ha a kiil-
st impulzusok pagyon ritkén érkeznek, masrészt viszont npa-
gyon gyakori ingerlés esetén a vélasz impulzusok mar alig
siriisidnek. Mindket tulajdonedg sz emldsdi agykérgi idegsejt-

Jjeinek alapvetd sajatossagail kbzé tartozik.

Irodalom:

GOEL, N.5.,RICHTEE-DYR, N.: Stochastic Nodels in Biology,

Academic Press, 1474,
GOBL,N.S5, ,MAITRA ,5.C. ,KONTRQLL,E.¥,: Rev,lod.Phys,23.231/1071/



