I. BEVEZETES A STATISZTIKUS MODSZEREKBE

Ebben a fejezetben konkrét példan vizsgdljuk meg, hogy milyen jellegzetes tu-
lajdonsagai vannak a makroszkopikus testeknek statisztikus fizikai szempontbdl. A
megoldas sordan megismerkediink a fizika ezen teriiletén hasznalatos szemlélettel és
modszerekkel. A moédszerek pontos és altalanos megfogalmazasara a kovetkezé feje-
zetekben keriil majd sor.

A példa, amely tulajdonképpen az egyik statisztikus fizikai alapfeladat, a ko-
vetkezé: Irjuk le egy homogén, zart, makroszkopikus rendszer viselkedését, ha azt
mar régen magara hagytuk, vagyis amikor bedllt a termodinamikai egyensily. Adott
a teljes térfogat: V, az atomok (vagy molekuldk) szama: Ny, és az egész rendszer
Osszenergidja: F.

Altaldnos esetben az atomok (vagy molekuldk) nem fiiggetlenek, kézottiik erds
kolesonhatas is lehetséges, ami azonban rendszerint révid hatotavolsagi. Célszerti
bevezetni olyan OsszetevOket, melyek kozelitéleg fiiggetlennek tekinthetok. Erdsen
kolesonhaté rendszerben a kovetkezoképpen definidljuk az in. részrendszereket: a
teljes rendszert nagyszamu, N darab olyan részre bontjuk, melyek sokkal kisebbek,
mint a makroszkopikus test, de sokkal nagyobbak a mikroszkopikus méreteknél (pl.
az atomi tdvolsadgokndl), s igy még mindig nagyon sok részecskét tartalmaznak. Tipi-
kus makroszkopikus méret az 1 cm, atomi méret a 10~8 cm; a részrendszer jellemzé
mérete tehét lehet pl. 10~ cm.

E7 V7 NO

— L részrendszerek

Minden részrendszernek van sajat belsé energidja, mely a részrendszer térfoga-
taval aranyos, és van kolcsonhatasi energidja a szomszédos részrendszerekkel. Az
atomi kolcsonhatdsi tavolsag rovid hatétavolsagi erok esetén joval kisebb a rész-
rendszer méreteinél, ezért a részrendszer kolcsonhatési energidja koriilbeliil a részren-
szer feliiletével ardnyos. Atomi méretekben a részrendszer nagy, ezért a feliilet /tér-
fogat viszony kicsi, s a feliileti energia elhanyagolhaté az e; belsé energidhoz képest
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(7 a részrendszer sorszama). Ekkor igaz lesz, hogy

E=) e (1.1)

A kifejezés nyilvan egzakttd tehetd, ha a teljes rendszer részecskeszama és mérete
a végtelenhez tart, mikozben a striiség allandé marad, vagyis, ha V, Ny — oo és
Ny/V = éllandé. Ilyenkor ugyanis a részrendszerek méretét is minden hatdron tul
novelhetjiik. Ezt a hatdratmenetet nevezziik termodinamikai hatdresetnek. (A mak-
roszkopikus testek jo kozelitéssel termodinamikai hataresetben 1évo rendszereknek
tekintheték.)

A teljes rendszerrdl foltettiik, hogy termodinamikai egyensulyban van, ezért a
részrendszereknek is egyenstilyban kell lenniiik. Nem szabad azonban elfelejteni, hogy
az egyensilyt éppen a részrendszerek kolcsonhatasa miatt érte el a rendszer, hiszen
ha nem lett volna kolcsonhatés, akkor minden a kiindulési allapotban maradt volna.
Ezért tehat azt mondhatjuk, hogy a részrendszerek kolcsonhatasa alapveto a termo-
dinamikai egyensily elérésben, de ha mar beallt az egyensily, akkor a kolcsonhatés
elhanyagolhato.

A részrendszerekrdl azt is foltehetjiik, hogy szamuk nagy. Ez makroszkopikus
rendszereknél mindig teljesithets. A feltevésre azért van sziikség, hogy az alkalma-
zasra keriil6 médszert, melyben lényeges, hogy N nagy legyen, hasznalhassuk. Annak
érdekében, hogy az alabbiakban bemutatandé egyszerti kombinatorikai megfontolassal
dolgozhassunk, tegyiik fol azt is, hogy a részrendszerek egyformdak. Bebizonyithatd,
hogy eredményeink ez utébbi feltevéstol fiiggetleniil is igazak.

Altaldnosan azt mondhatjuk, hogy a részrendszereknek négy lényeges tulajdon-
saggal kell rendelkezniiik: megkiilonboztethetéek, kozelitéleg fliggetlenek (igaz rajuk
(I.1)), egyformék és szamuk nagyon nagy.

A teljes rendszernek csak néhany makroszkopikus paraméterét ismerjiik (E, V,
Ny), ezért nagyon sok olyan kiilonb6z6 allapota lehet, mely teljesiti azt a megszoritast,
hogy ezek az adatok ne valtozzanak. Az egyszerliség kedvéért legyenek a részrend-
szerek olyanok, hogy térfogatuk és a benniik 1év6 részecskék szama rogzitett. Tegytik
fol, hogy megszamoztuk egy részrendszer lehetséges allapotait gy, hogy ezek energi-
ajuk nemcsokkeno sorrendjében kévetkeznek egymas utan. Az i-dik allapothoz az ¢;
energia tartozik, és igaz az, hogy

51§52§--~§5i§5i+1~~ .

A részrendszerek is makroszkopikusak, tehat energianivéik sokszorosan degeneraltak,
ezért ugyanaz az € érték nagy szamu kiilonbozo allapothoz tartozhat. A részrend-
szerek egyformak, ezért minden mas részrendszer is csak ezekkel az energiaszintekkel
rendelkezhet. Nyilvan az is lehetséges, hogy az adott allapotban nemcsak egy rész-
rendszer van, hanem tobb. Legyen az i-dik allapotban 1évé részrendszerek szama
n; (1 =1,2,...). A részrendszerek teljes szdma, N azonban rogzitett, ezért
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A teljes energia igy is irhato:
oo
i=1

Ezek utan azt kérdezziik, mi a teljes rendszer allapotainak szdma, ha el6irjuk, hogy
hény részrendszer van az egyes allapotokban, vagyis ha megadjuk az {n;} halmazt.
Jeloljiik ezt a szdmot P ({n;})-vel.

A részrendszerek megkiilonboztethetéek. Ezen azt értjiik, hogy a teljes rendszer
kiilonbozo6 allapotait kapjuk, ha két eltér6 allapotban levo részrendszer allapotat meg-
cseréljiik (tehat mas allapotot jelent pl. az, ha az 1. szdmu részrendszer az 1., a 2.
szamu a 2. allapotban van, és az, ha a 2. szamu az 1. és az 1. szamu a 2. allapot-
ban). Nem kapunk azonban 1j dllapotot, ha az azonos éllapotban levé részrendszerek
allapotait cseréljiik meg. Ezért:

P({ni}) = L, Zn = N. (1.4)

nl'ng'

Koénnyen megadhaté annak valdészintisége is, hogy az adott {n;} allapotrendszer
valosuljon meg. Jelolje e valoszintiséget p({nz}) Az 6sszes allapotok szama:

DYDY P({nd) =) P({na}), an = N. (L.5)

{ni}

Rogzitett {n;} esetén nyilvdn minden elrendez6dés egyforma eséllyel jon létre, ezért
a keresett valdszintiiség:

> P({ni})
{ni}

P({nz}) = (1.6)

A kévetkez6 1épés a legvaldsziniibb eloszlas meghatarozésa lesz. Ezt (1.6) szerint akkor
kapjuk, ha megadjuk, mely {7;}-re maximalis P({n;}). Az {n;} halmazt nevezziik
{n;} legvaldszintibb értékének. Latni fogjuk, hogy az n; értékek nagyok lesznek. Ezt
most egyeldre foltessziik, és késébb igazoljuk a feltevés jogossagat. Kényelmesebb, ha
P({n;}) logaritmusdnak keressiik a maximumét:

InP({n;}) =InN!— Zlnnil :
i=1

A Stirling-formula szerint, n > 1 esetén

n n
n! ~ (—) 2mn,
e

1
Inn! =~ (n—i— 5) Inn —n+1nv2or.
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A nagy n mellett a konstansok elhagyhatdk, ezért
Inn!~nlnn —n. (I.7)

(L.7) folhasznalasaval:

InP({n;}) = NInN — N — Z(nl Inn; —n;).

Ennek a kifejezésnek keressiik a maximumét az N = > n; és az E = > n;e; mellék-
i i
feltételekkel. A Lagrange-féle multiplikator-mdédszert alkalmazva:

) (P({nl}) — &Zni — ﬂzni&) -0,
- Z(lnnl)(snz - az(sni - ﬁZEZ&”LZ =0.

Ennek tetszdleges dn;-re igaznak kell lennie, tehat pl. on; = d; x-ra is. Ebbdl:

Inn; +a+Pe; =0 (1.8)
minden ¢-re, azaz
;= e~ P, (1.9)
Az (1.2) mellékfeltétel szerint
N=) e Pi=crg (1.10)

ahol
Z=> el (1.11)

A Z mennyiséget egy részrendszer allapotisszegének nevezziikk. A tovabbiakban na-
gyon fontos mennyiség lesz, latni fogjuk, hogy Z ismeretében minden varhaté érték
megkaphaté. Az (1.3) mellékfeltétel alapjan

E=) ge = g > e e (1.12)

Ebbél az implicit egyenletbdl kell meghatarozni (-t (ez altaldban nehéz feladat), s
ezutdn (I.10) szerint e~ mar kiszdmithatd. (1.9)-be helyettesitve, a legvalésziniibb
értékre

efﬁgi

N
n 7

(1.13)



adédik. Lathatd, hogy n; o« N (a o jel ardnyossidgot jelent), tehdt 7, nagy szédm,
vagyis jogos volt a kiindulasi feltevés. Az e~ /Z mennyiség neve Boltzmann-fak-
tor. Szemléletes jelentése a kovetkezd: annak a valdszinliségét adja meg, hogy egy
részrendszer az i-edik allapotban van. FEzek szerint E/N egy részrendszer atlagos
energidjaként értelmezhets (1. (1.12)).

A mésodik variacié vizsgalataval azt is be lehet latni, hogy n; valéban P({nz})
maximumat adja meg, és nem minimumat.

(I.11)-b6l leolvashatd, hogy n; és E az dllapotosszeggel igy fejezhetd ki:

NolnZz
n; = — : .14
n 3 o, (L.14)

E  Y.,ge P gz

N (1.15)

Ezutan hatérozzuk meg azt, hogy atlagosan hany részrendszer van az i-dik &l-
lapotban, vagyis mennyi n; atlagértéke. A valdszintliségszamitasbdl ismert atlagolds
szerint és (1.6)-ot felhaszndlva:

> niP({ni})
— Anid

e ZP(n)

Az 4tlagolds elvégzésére érdemes a kovetkezd dltaldnos P({n;,w;}) fiiggvényt beve-
zetni:

(L.16)

({n“w,}) T

1

N
W1 twe? . wit Z”i:N- (1.17)

Az w; =1 (i =1,2,...) esetben visszakapjuk az eredeti P({n;})-t. Az dltaldnos
P ({n;,w;})-vel (1.16) 4tirhaté ilyen formaba:

_ 0
n; = wiﬁ_wi In Z P({ni,wi}) ) (I.18)
{ni} {wi=1}
Eppen ez a felirds az elénye (I.17) hasznalatanak. nf értéke is kifejezhetd hasonld
modszerrel:
{Z n?P({n;}) 5 5
5 nl w;
ny = = w; P({n;,wi}
> P({n:}) > P({n;,w;}) Ow; ow; {nz} ( )
trd trd Z {wi=1}
0 Wi 0
= |wi P({n,wi
Y i ZPHWMH&WX:HnwD
) {ni}
{ri}
2
Wi
+ : P({ni,w;})
Z P({nz,wz}) (%}Z Zl}
{n:} {w;=1}



Ezen édtalakitas utén, (I.18)-at felhasznélva, a kovetkez& Osszefiiggést kapjuk:

2 _(m )2 = w; . (L.19)
80)1' {wizl}

A baloldal éppen a valdszintiségszamitasban definidlt szorasnégyzet, az atlagértéktdl
valé eltérés. A legvaldszinlibb értéket az 1j P({ni, wi})—vel is ugyanugy szamolhatjuk
ki, mint az el6bb, s azt kapjuk, hogy n; legvalésziniibb értéke rogzitett {w;} mellett

i ({wi}) = wie 7P e = | (1.20)

(Csak az w; szorzo jelent valtozast (1.9)-hez képest.)

Az eddigiek ismeretében 71; szigori matematikai médszerekkel (pl. a kézponti ha-
tareloszlds tétel vagy a nyeregpont mddszer segitségével) kiértékelhet. Eredményiil
az addédik, hogy a legvaldszinlibb érték és a varhatd érték jé kozelitéssel megegyezik,
vagyis

T & 1. (1.21)

Ha az atlag kozel esik a legvaldsziniibb értékhez, akkor ez azt jelenti, hogy kicsi a
szoras, tehat kicsik a fluktuaciék. Termodinamikai rendszerben tudjuk, hogy kicsik
a fluktudcidk, gy tehat fizikailag kézenfekvs eredményt kapunk. (I1.21) bizonyita-
sa hosszadalmas lenne, ezért most feltevésnek tekintjiik, és bebizonyitjuk, hogy ez
kovetkezetes 1épés. (1.20) alapjdn

on; on; - _
Wi R Wy = N; = Ny.
&ui &ui
(I.19)-be helyettesitve:
n2 — (m;)? = m;. (1.22)

Az ilyen tulajdonsigi szérdst normal szérasnak nevezik a valdsziniiségszamitasban.
Az n;-k nagyok, mert n; oc N, ezért n? o< (m;)? oc N2, tehdt az (1.22)-beli kiilonbség
sokkal kisebb, mint az egyes tagok. Atalakitva:

n? — (m;)? 1 1

= (06 y
n; vVni VN

(1.23)

ami azt mutatja, hogy az atlagérték koriili relativ széras kicsi, és nulldhoz tart, ha
N — oo (a termodinamikai hataresetben). Ha kicsi a szoras, akkor sziikség szerint a
legvalésziniibb érték is nagyon kozel van az atlagértékhez, tehat kiindulasunk helyes
volt. P({n;}) tehét a kovetkez8képpen dbrdzolhaté az egyik n; véltozé fiiggvényében
(n; = konst, ha i # j):



P{n;} A

A .

A gorbe nagyon éles, szélessége kicsi, a Dirac-féle deltafiiggvény jé kozelitésének
tekinthet6. Szemléletesen az is latszik, hogy n; ~ n;-n kiviil nagyon kevés allapot
fordul el6. Ezért tehat azt mondhatjuk, hogy a legvaldsziniibb értéket megvalodsitéd al-
lapotok szama jé kozelitésel megegyezik az Osszes allapotok szamaval. Be lehet latni,
hogy a fenti megallapitas a nagy szamok torvénye egyik kifejezésének tekintheto.

A szoras tetszoleges F' additiv mennyiség esetében is kicsi. Ilyen mennyiség pl.
az energia vagy a magnesezettség. (Az additiv szé helyett a termodinamikdban az
extenziv jelzét haszndljak.) Legyen az F' mennyiség értéke a részrendszer i-edik alla-

potaban F;. Ekkor
F = Z niFi,

F = Zﬁze

A szorasnégyzet egyszeriien kiszamithato:

(F-TF2=> (ni—m)(n; — ) FiF; = Z (n_? - (ﬁi)2> F,

i?j

hiszen a részrendszerek fliggetlenek. A relativ széras négyzete (1.22) alapjén:

g 102
= ~ F;
(F—F)2 1 ;N g

—2 2"
TR
(2
Mivel 77; /N a termodinamikai hataresetben véges, a relativ széras aranyos 1/v/N-nel.
Emlékeztetiink arra, hogy szérast azért tapasztalunk, mert a makroszkopikus
rendszerrol csak kevés dolgot ismertink, példaul azt, hogy az energiaja allandod, s ez a
mikroszkopikus mennyiségek sok kiilonboz6 értékével egyeztethetd ossze.
Vizsgéljuk a rendszer egy mésik lényeges tulajdonsagat is. Ehhez bevezetjik a
Zo(0) segédmennyiséget, melyet a teljes rendszer allapotdsszegének neveziink. Gon-

dolatban engedjiik meg, hogy az Osszenergia ne csak az E értéket vegye fol, hanem
legyen tetsz6leges. (I.11)-hez hasonléan definidljuk Zj-t:

Zo(8) =) e,

J
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ahol j a teljes rendszer j-edik allapotat jelenti, s E; az ehhez tartozd energiat. Zy(3)
a mostani gondolatmenetben csak matematikai segédmennyiség, de a késobbiekben
latni fogjuk, hogy milyen fontos fizikai jelentése van. Az E’ energidhoz tartozé dlla-
potok szamat, tehat az energia degenerdciéjanak fokat, jeloljik W (E')-vel. Az E’ és
E’+ §FE' energidk kozé es6 allapotok szama nyilvan W(E")0E’ /A, ha E' < E', és A
két szomszédos energia érték kiilonbsége. Legyen Ej a teljes rendszer legalacsonyabb
energiaszintje. Zy(f)-ban az allapotok szerinti Gsszegzésrol attérhetiink az energia
szerinti integralasra:

Zo(B) = /e_ﬁE/w(E’)dE', w(E) = @

w(E)-t a rendszer dllapotsiiriiségének nevezziik. Tegyiik f6l, hogy az integrandus min-
den pozitiv f-ra nulldhoz tart, ha E’ tart a végtelenhez. Tekintsiik ezentil Zy(5)-t 5
figgvényeként. B-nak azt az értéket, melyet (I.12) hatdroz meg (s melyet eddig (-val
jeloltiink) a megkiilonboztetés kedvéért jeloljiik 3-val. Az (I.15) egyenlet természete-
sen Z([3)-nak a 8 helyen vett derivéltjat jelenti. A Laplace-transzformacié invertalasi
képletét felhaszndlva, az allapotsiiriiség igy irhato:

B'+ioco 00
1 ]_ /7 -l
- BE - / <ol (B +iB"YE a1t
o) =5 [ Z@ePas = o [ 2@ il T Eag,
B’ —ico —00

ahol (' tetszdleges pozitiv szdm.
Miel6tt tovabbmennénk, célszerti megadni Zy () més kifejezését is. A részrend-
szerek fiiggetlenek, tehat

Ej :513'1 +52j2 + ... +€NjN.

Jo jelenti az a-adik részrendszer valamelyik allapotat. j nyilvan a {j,} halmazzal
ekvivalens, igy

Zo(B) = Y exp{—=B(e1j, +e2j, + - +enjy)}
{dat
Mindegyik részrendszer egyforma, ezért

N

Zo(B) = | Y _exp{-Bei;,} | =2Z(B)V,

J1
ahol N a Loschmidt-szam nagysagrendjébe esik. B-ra (I.15) szerint igaz, hogy

dln Zy(0)
08 lp=s



Az 4llapotsiiriiség integral-eldallitasdban vélasszuk /-t G-nak. Irjuk az integrandust
exponencidlis alakba, és fejtsiink sorba 3" szerint (ez az in. nyeregpont médszer):

1 Ji 2 2 1 821 4 6 " "
. 2mzy)|  \
B=p
Itt felhasznaltuk az -
/ s g \/E
a

Gauss-integralt. Mindkét oldal logaritmusat véve:

~ ~ 2
mw(E) = In Zo(3) + GE — - In (%81“—220(5)’ ) Lo a2
2 B s=p
Mivel Zy, = ZV,
InZy=NInZ,

w(E) tehat N-nek igen gyorsan véaltozo fiiggvénye, s ez a makroszkopikus testek egyik
alapvet6 sajatossdga.
Hatéarozzuk meg a legvaldsziniibb dllapotok szamat is!

InPrax = InP({A;}) = NIn N = > " i; In ;.

(I.9)-et behelyettesitve, (1.10-12) felhasznalaséval:
InP({#;}) = NInZ + BE.

(I.24) utolsé tagja In N nagysagrendil, ez E és N nagysagrendje mellett elhanyagol-
hato, s igy azt kapjuk, hogy

P({fii}) mw(E) ~ Y _ P({n}).
{ni}

Szamitassal is igazoltuk azt, amit korabban csak szemléletesen lattunk: az Osszes és a
legvalészintibb allapotok szdma kozel azonos. Ez masképpen azt jelenti, hogy P({nl})
nagyon éles fliggvény, s ebbol mar kovetkezik az is, hogy a szérasok kicsik, tehat a
legvaldsziniibb és a varhato érték csak keveset tér el.

Megismerkedtiink tehdt a makroszkopikus testek statisztikus szempontbdl na-
gyon fontos tulajdonsigaival: a termodinamikai hataresetben a legvalésziniibb értéket
megvalositd dllapotok szama jé kozelitéssel megegyezik az Osszes allapotok szamaval
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(ebbél mar kovetkezik, hogy az additiv mennyiségek legval6sziniibb és varhaté értéke
is j6 kozelitéssel azonos), és az dllapotok szdma N-nek gyorsan valtozé fiiggvénye.
Ezek a tulajdonsagok nemcsak a zart rendszerre jellemzoek, hanem minden ismert
makroszkopikus testre, tehat a makroszkopikus rendszerek alapvet6 tulajdonsagai.

A tovabbiakban egzaktul megoldhato példan illusztraljuk a fentieket. Tekintsiink
nagyszamu, egymastol fliggetlen, egydimenziés harmonikus kvantumoszcillatort olyan
elrendezésben, amelyben minden oszcillator valamilyen rogzitett hely koré lokalizalt.
Képzeljiink el pl. racspontokba elhelyezett oszcillatorokat.

Ebben a konkrét modellben ki tudjuk szamolni a legvalészintibb allapotok és az
Osszes allapotok szamat is, és ellendrizhetjiik a fenti tulajdonsagokat.

Az egyes oszcillatorok eleget tesznek a részrendszer irdant tamasztott kovetel-
ményeknek. (Annak ellenére, hogy kvantumrészecskék, folcserélheték, hiszen meg
lehet kiilonboztetni, hogy melyik racsponthoz tartoznak.) Ezért minden oszcillatort
részrendszernek tekintiink, s ekkor N = Ny. A kvantummechanika szerint az egyes
oszcillatorok energiaja

1
e = (mj+§) hv, m;=0,1,2,... (j=1,2,...,N).

m; azt mutatja meg, hogy a j-edik oszcilldtor melyik gerjesztett energiaszinten he-
lyezkedik el. Az egyes energiaszintek, amelyek ebben a példdban nem degeneraltak,
megszamozhatok a kovetkezé modon:

1
£ = ((i—1)+§>hz/, i=1,2,....

Az allapotosszeg:

> e—,@hv/Q
7 — Ze—ﬁai — ¢~ Bhv/2 Ze—ﬁuw = —
— €
i 1=0

amibdl .
InZ = —iﬁhy —In(1 — e PM).

(I.15) szerint a belsé energia is kifejezheté Z-vel:

E olnZ

N 95

A belso6 energia ismeretében ebbdl az egyenletbol lehet a § paramétert meghatarozni.
Z konkrét alakjat beirva:

E 1 1
Ry S (S ——— 1.2
N ”(2 * eﬁhv—1) (1:25)
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(I.1) alapjan mésképpen is folirhatjuk a teljes energidt:

N N 1 1 N
E:;ej:;(mj+§>hu:§Nh1/+MhV, sz;mj.

Ezentul minden mennyiséget N-nel és M-mel célszerti kifejezni. A két egyenlet Gssze-
hasonlitasabdl:

ebhv — 1

L _wm
N

M

azaz [hrv =1In (N + M) .

7 képletébél B-t kikiiszobolve:

1 N+ M N
an——§1n( % >_1n(N—|—M)'

(I.13) felhasznéldsaval azt kapjuk, hogy

Inn; =InN — (Be; —In Z.

Képezziik most a kovetkezé mennyiséget:

L E N+ M 1 N+ M
Znilnni—NlnN—Eln( i )—}—§N1n( 7 >+N1n(

N+M)’

ahol felhasznaltuk, hogy > n; = N és > n;e; = E. A bels energidt N-nel és M-mel

kifejezve:

S #Ind; = NInN — (N + M) In(N + M) + MIn M + N N.

Definicié szerint P = N!/[[ 74! (7; > 1 és itt az ehhez legkdzelebbi egész szam
faktoridlisa szerepel). Ezzel:

I Puax = NIn N = > #;Infi; = (N + M) In(N + M) — MIn M — NInN.

Szamoljuk most meg az Osszes lehetséges dllapotot! Ehhez képzeljiik el a kovet-
kez6 szemléltetést: Rendeljiink minden oszcillatorhoz egy dobozt, és tegylink annyi
fehér golyét egy-egy dobozba, amekkora m; értéke az adott j-re. Az adbra egy lehet-
séges esetet mutat:

1. 2. 3. N
o° O Oo o ©
— — mN:3



Helyezziik ezutan egy sorba a golydkat gy, hogy két szomszédos doboz tartalmat
egy fekete golyoval valasztjuk kiilon. Az el6z6 abranak tehat a kovetkezd sorrend felel
meg:

O 0 e O e @€ O O O O O e ... @ O O O

Az 0Osszes fehér golydk szama definicié szerint M, a fekete golydké pedig N — 1.
Ezzel szemléltettiik az egész rendszer egy lehetséges allapotat. Ettol eltéro allapot-
nak mas golydsorrend felel meg. Uj elrendezést kapunk, ha felcseréliink fehér és fekete
golyokat, de nem kapunk tjat, ha csak az azonos szinlieket permutaljuk. Az Osszes
allapotok szdma tehét:

W(E) =Y P({n;}) = %
{ni}

A Stirling-formula, (1.7), szerint:

) P({n}) =(N+M—-1)In(N+M—1)—MInM — (N —1)In(N —1).
{ni}

Ezek utan 6sszehasonlithatjuk Pyax és > P({nl}) logaritmusat. A két kifejezés csak
{ni}
abban kiilonbozik, hogy az utébbi esetben (—1) is szerepel a zardjelekben. Ha azon-
ban N és M Loschmidt-szam nagysagrendii, akkor ez jogosan elhanyagolhatd. Ezzel
megmutattuk, hogy a legvalésziniibb allapotok szama jo kozelitéssel megegyezik az
Osszes allapotok szamaéaval.
Hatarozzuk meg W (FE) konkrét alakjat is! N és M nagyon nagy, ezért

_ (N+M)N+M

W(E) ~ MM NN
Maésrészt E N
— = —+ M.
hv 2 +

Ezt behelyettesitve, és felhasznédlva, hogy Fy = Nhv /2 az alapallapoti energia:

w(F) =

W(E) 1 (E + Eo)E/h"+N/2 (E — Eo)V. (1.26)

A T 2NENw \E - E,

Az w(F) éllapotsiiriiség tehat N-nek tényleg gyorsan véltozé fliggvénye, ami Gssz-
hangban van (I.24)-gyel. Abban az esetben, ha E > FEj,

w(E) < EN,

vagyis az allapotstiriiség nagy kitevoji hatvanyfiiggvényként viselkedik.
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