II. STATISZTIKUS FIZIKAI ALAPFOGALMAK

I1.1. Mikroallapotok leirasa

A kovetkez6 fejezetekben a termodinamikai egyensulyban lev6 rendszerek sta-
tisztikus fizikai leirdsaval foglalkozunk. Az ilyen rendszerekre az a jellemz6, hogy
akarmikor végziink rajtuk mérést, mindig ugyanazt az eredményt kapjuk. Ez més
szoval azt jelenti, hogy a makroszkopikus mennyiségek idében allandéak. Késobb
majd megvizsgdljuk a nemegyensilyi folyamatokat is, és beldatjuk, hogy a magukra
hagyott testek az egyensulyi dllapot elérésére torekednek. Addig is posztulatumnak
tekintjiik, hogy létezik termodinamikai egyensuly.

Tekintsiink egy homogén, izotrép zart rendszert, és mérjiik meg ezen test kiilon-
b6z6 makroszkopikus jellemz6it! Ilyenkor azt mondjuk, hogy ismerjiik a test makro-
allapotat. A makroallapot leirdsara célszerti a kovetkezé mennyiségeket valasztani:
a teljes energiat és a rendszer Hamilton-fiiggvényében (-operatoraban) szerepld pa-
ramétereket, pl. a kiilonb6z6 tipusi részecskék szamat, valamint a test térfogatat,
és altalaban a termodinamikaban extenzivnek nevezett mennyiségeket. Latni fogjuk,
hogy az intenziv mennyiségek méar leszarmaztathaték lesznek, s ezért nem sziikséges
megadni a makrodllapot jellemzésére a nyomast, homérsékletet stb.

Az energiat sohasem ismerjik teljesen pontosan. Ennek egyik oka a méroreszko-
zok hibdja, masik oka az, hogy a makroszkopikus testek energiaszintjei nagyon kozel
esnek egymashoz. Az egyes nivok pontos meghatarozasihoz a

AEAt > g

hatarozatlansagi relacié szerint nagyon sokdig kellene mérni. Ezért tehat elkeriilhetet-
len az, hogy 0 E energiabizonytalansagot is figyelembe vegyiink. Ekkor azt mondjuk,
hogy a zart rendszer energidja az F és E + 0F értékek kozé esik. A makroallapot
megadasdhoz O F ismerete is hozzatartozik, de be fogjuk latni, hogy 6 E nem jatszik
lényeges szerepet.

Ha ismerjiik egy rendszer makroallapotat, még nem mondhatjuk, hogy egyértel-
mien leirtuk a testet, hiszen az ismert makroszkopikus értékekkel nagyon sok mik-
roszkopikus elrendez6dés, in. mikroallapot lehet 6sszhangban. Ha példaul két kiilon-
b6z6 részecske energiajat megceseréljiik, 4j mikroallapotot kapunk, de az Osszenergia
ugyanaz marad. A mikroallapotok pontos ismerete alapvet6 a statisztikus fizika szem-
pontjabadl.

Kvantummechanikai targyalasban a teljes rendszer mikroallapotanak meghata-
rozéasa egyértelmi. Mivel zart rendszerrol van szd, az energia allando, s ezért valame-
lyik energia sajatallapotnak kell megvaldsulnia. Makroszkopikus test esetén azonban
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nagyon eros degeneracio lehetséges, s adott E energidn kiviil ezért tovabbi kvantum-
szamokkal, ill. az ezekhez tartozé allapotfiiggvényekkel kell jellemezni az allapotot.
Altaldban véges térfogatba zart rendszereket vizsgalunk (ez végtelen mély potenci-
algodornek felel meg), s ezért a kvantumszamok diszkrétek. A kvantummechanikai
leirasban tehat a teljes rendszer mikrodllapotai diszkrét kvantumszamokkal adhaték
meg. Ezeket osszevontan n-nel jeloljiik.

A klasszikus fizikai targyalasban az egyes részecskék hely- és impulzuskoordi-
natai jellemzik a kiilonbozé allapotokat. A lehetséges esetek szama igy kontinuum
szamossagu, hiszen a hely és az impulzus folytonosan valtozhat. Célszerti azonban
azt mondani, hogy nem tekintjiik kiilonb6zonek azokat az allapotokat, melyek az
egyes hely és impulzus értékekben csak nagyon keveset térnek el. Igy megszamlal-
hatéan sok mikroallapotot kapunk. Ezek pontos meghatarozasara 1j fogalmakat kell
bevezetniink.

Tekintstink egy f szabadségi foku rendszert. Ebben az esetben f szamu kiillénbo-
z6 éltaldnositott koordindta (g;) és ugyanennyi kanonikusan konjugalt impulzus (p;)
irja le a rendszert. Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

q=[q,9,---,q)

pP= [p17p27 s 7pf]

Ha d dimenziés (d = 1,2,3) dobozba zart N szamu részecskérél van sz, akkor dlta-
ldban f = Nd.

Fazistérnek nevezziik azt az elképzelt, 2f dimenzids teret, melynek tengelyeit az
altalanositott koordinatak és a kanonikus impulzusok alkotjak. Adott idépontban a
rendszer allapotat a fazistér egy pontja hatarozza meg. Az allapotot jellemzo pont a
fazistérben valamilyen gorbét ir le. Zart rendszerben az energia dllandé, ez Gsszefiig-
gést jelent az impulzus- és helykoordinatdk kozott, s igy a gorbe egy, az energia altal
meghatarozott (2f — 1) dimenzids felilleten mozog.

Osszuk be a fazisteret egyforma, dq; dp; méretii, 2 f dimenzids celldkra tgy, hogy
minden ¢-re igaz legyen, hogy

0pidg; = s,

tehat a teljes cellatérfogat
/
H 8q;0p; = opdq = s7. (I1.1)
i=1

Ezt igy szemléltethetjiik:
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Ha s-et elég kicsire valasztjuk, akkor valéban jogos egyformanak tekinteni azokat az
allapotokat, melyek egy cellan beliilre esnek. Azt mondhatjuk tehat, hogy minden
mikroallapotot egy faziscella jellemez. A faziscellak nyilvan megszamozhatok, s igy
most is megszamldlhatéan sok mikrodllapothoz jutunk. A mikroallapotok megsza-
mozhatdsaga nagyon fontos lesz a statisztikus leirds szempontjabol.

A Kklasszikus fizikaban az s mennyiség teljesen hatarozatlan, a legtobb szamités
végeredménye nem is fiigg s-t6l. Ha azonban figyelembe vessziik, hogy a klasszikus
fizika a kvantummechanika hataresete, akkor nem szabad elfelejteniink, hogy a Hei-
senberg-relacio szerint egy részecske helye és impulzusa sohasem mérheté pontosan,
hanem minden i-re fennéll a

B
Ag;Ap; > 5

egyenlotlenség. Ezek szerint értelmetlen a klasszikus faziscellakat olyan kicsire valasz-
tani, hogy d¢;0p; < h/2 legyen, mert ez biztosan ellentmond a kvantumelméletnek.
Altaldnosan igaz, hogy az dllapotok szdménak kvantummechanikai kifejezését tekint-
ve a klasszikus hataresetben leolvashaté, hogy

s=h, (I1.2)

s ezért a tovabbiakban a fenti valasztdst hasznaljuk. (Nyilvdnvald, hogy a fazistér
definicidja nemcsak zart rendszerre vonatkozhat).

Eddig arrél volt szo, hogy a rendszerben N szamu részecske van. Térjiink most
ki arra, mit célszerti altalaban szabadsagi foknak, illetve részecskének tekinteni! Szo-
bahomérsékletli nemesgaz esetén példaul az atomokat kell részecskeként kezelni, no-
ha azok maguk is még kisebb épitékovekbdl allnak. A szobah6mérséklet ugyanis
olyan atlagenergia-tartomanynak felel meg, mely kicsi ahhoz, hogy az atomok szétes-
senek. Ezzel szemben olyan magas homérsékleten, ahol a gdz mar teljesen ionizalé-
dott, az elektronokat és az ionokat kell (kiilonb6zé tomegii) részecskének valasztani.
Azt mondhatjuk tehat, hogy a figyelembe veend6 szabadsagi fokok szama fligg a vizs-
galt rendszer korilményeit6l. Adott hémérséklet-, ill. energiatartomanyban azokat a
legnagyobb egységeket célszerii részecskének tekinteni, melyek még megtartjak struk-
turdjukat a kolcsonhatasokban. Erdemes megjegyezni azt is, hogy a statisztikus fizikai
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leirds nemcsak valédi, tomeggel rendelkez6 részecskékre érvényes, hanem minden, sza-
badségi fokot képviselé objektumra is, igy példaul a szilardtest hanghulldmaira (az
un. fononokra).

Lattuk tehat, hogy a mikroallapotok mind a kvantum-, mind a klasszikus fizika-
ban megszamozhatok. Ezek utan feltehetjiik a kérdést, hogy adott makrodallapothoz
hany mikroallapot tartozik. Ez pontosabban azt jelenti, hogy mennyi a mikroallapo-
tok szdma az (F, FE + §F) intervallumban a tobbi extenziv paraméter el6irt értékei
mellett. Ezt a mennyiséget allapotszamnak nevezziik, s igy jeloljiik:

O(E,E),

ahol a tobbi extenziv paramétertdl valé fiiggést most nem irjuk ki. Az allapotszam a
tovabbiakban nagyon fontos szerepet jatszik majd.

A kvantummechanikai targyaldsban -t igy hatarozzuk meg, hogy egyszeriien
leszdamoljuk, hany kiilonb6z6 kvantumszammal jellemzett allapot esik F és E + 0F
kozé, vagyis

Q(E,0E) = > 1. (IL.3)

n
(E<E,<E+3E)

Ezutan ratériink a klasszikus targyalasra. Vizsgaljuk el0szor azt az esetet, amikor
rendszeriink NV azonos részecskébdl all! A klasszikus fizikai leirasban azt kell meghaté-
roznunk, hogy az F és E+dF &altal hatarolt héjba hany faziscella jut, amit tgy kapunk
meg, hogy kiszamoljuk az E és E+ 0 F kozé es6 fazistérfogatot, s azt osztjuk h3N-nel.
Ezt az édllapotszamot haszndlva azonban ellentmondéshoz jutnank (az entrépia nem
lenne additiv mennyiség — 1. kés6bb). A kvantummechanikai térgyalds klasszikus
hataresete azt mutatja, hogy az igy kapott allapotszamot még N!-sal is osztani kell.
Ez a kovetkezéképpen értelmezheto: az allapotok meghatirozasakor a részecskéket
megkiilonboztethetének tekintettiik, hiszen két egyforma klasszikus részecske allapo-
tanak megcserélését 11j mikroallapotként kezeltiik, mert igy maésik faziscelldaba kertilt
a rendszer. Az N! figyelembe vétele azt jelenti, hogy mar a klasszikus statisztikus
fizikdban sem szabad az azonos részecskéket megkiilonboztethetonek feltételezni. Igy
tehat a lehetséges mikrodllapotok szamat a kvantummechanika jelent6sen csokkenti.
(Tulajdonképpen az N! sziikségessége volt az els6 jelzés a mult szazad masodik felé-
ben a klasszikus fizika ellentmondésossagara.) A korrekt allapotszam tehét:

1

E<E(q,p)<E+JE

dqdp = H dq;dp;.

Ha kiilénb6z6 tipusu (1,2, ..., k) részecskék vannak a rendszerben, akkor természe-
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k
tesen N! helyett Ni! No!... Ng! frand6 ()  N; = N). Ha mindegyik részecske kiilon-
i=1
bo6z06, akkor természetesen nem 1ép ol semmilyen extra osztétényezo.
Elegendden kicsi 0F esetén (JFE < E) az édllapotszam nyilvan mindkét esetben

atirhato igy:
Q(E,0F) =w(E)JE. (I1.5)

Itt w(F) az 4n. allapotsiiriiség, mely megadja, hogy az egységnyi energia interval-
lumba hany allapot esik.

Példaként hatarozzuk meg az N azonos atombodl all6 idedlis gaz allapotszamat
és allapotsiirtiségét! Ebben az esetben

N p2 3N p2
1 J
= L = = 3N.
E(q,p dooe= 5 f
i=1 a=1 J=1
Az integralasi tartomany:
3N 2

P;
ESZ%SEJréE,

ami gombhéjat hatdroz meg a 3N dimenziés térben. A kisebb gomb sugara v2mE,
a nagyobbiké
V2m(E +0E) = V2mE + /m/2E - §E, ha 0E < E. (I1.4) szerint

1

R3N N
E<E(q,p)<E+JE

Q(E,E) = dry ... Pryd®pr ... Epy.

Az energia fliggetlen a helykoordinataktdl, ezért az r-ek szerinti integralas elvégezhe-
t0:
VN

(E,0FE),
ahol
3N
wesp= [ Il
E<E(p)<E+sE 7=1
a gobmbhéj térfogata. A 3N dimenzids gomb térfogata
T3N/2
O3y (R) = —5—— R,
) = F N
ahol I'(z) az in. gamma-fiiggvény, amibdl a 0 R vastagsagu gombhé;j térfogata nyilvén:

dPsn(R)

xan(R,0R) = iR

OR.
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Esetiinkben R = v2mE és 6R = \/m/2E - 0E, ezért

3N/2 omE (BN-1)/2 N
X(B,6E) = = ( e ) SN ™ s,
T (3N +1) 2F

vagyis

VN Vorm V3N

EGN/2D-155 — (E)SE. 1.6
WPNNIIT (3N + 1) w(E) (1L6)

QO(E,0E) =

Mivel N nagyon nagy szam, 3N/2 — 1 ~ 3N /2. Azt latjuk tehat, hogy
w(E) o E3N/2,

azaz nagyon gyorsan novekvoé fliggvénye E-nek.

Masik példank legyen az N fiiggetlen egydimenziés harmonikus oszcillatorbdl
allé rendszer. Az oszcillatorok egyformak, adataik: m és w. Tegylik fol, hogy az
oszcillatorok lokalizaltak. Ilyenkor még a kvantummechanikai leirasban is megkiilon-
boztetheték az objektumok, tehat a klasszikus targyaldasban nem 1ép fol az N!. A

teljes energia
N 2

P; 1
E(q,p) = Z (2m + §mw2q§> .
i=1

= p?/2m, 2?2y = smw?¢? (i =1,...,N). Az

2

7

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: x

integrdlasi tartomany az
2N

E<) 22 <E+JE
j=1

2N dimenziés gdbmbhéj. Az édllapotok szama (1. (I1.4)):

1

[

2N
1229 22<E+SE
J

Most | SE
R=VE, SR=- . —,
2 VE
aNoNEN-1/2 1 §E N
E,6E) = N =1V —ENTISE
Xen (BB ==y 5 =" mit %
és N1
1 E\" " E
QE,0F) = —— | — —.
(E,9E) (N —1)! (hw) hw
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Mivel N nagyon nagy, N —1~ N és x,, ~ Pan, azaz

1 [ E\"E
Q(E,(SE)zm(ﬂ) i—meN(sE.

(Nagy dimenziészam esetén tehdt azt az érdekes dolgot tapasztaljuk, hogy az N di-
menzios gombhéj térfogata kozelitéleg megegyezik a teljes gomb térfogataval, mas
szoval a gomb térfogata lényegében csak a feliilethez kozel esé részekbol adodik. Ez
a nagy szamok egy érdekes tulajdonsidga). Az allapotsiiriiség:

w(E) = N!lhw (%) " (IL6)

Az w frekvenciaju kvantum oszcillatorok allapotstiriiségére az

Wi (E) = (E — Eg)N

1 E+E0 E/hw+N/2
TL(U(QEo)N E— EO

kifejezés érvényes (1. (1.26)). Vizsgdljuk meg wy, (E) viselkedését az E > Ey = £ Nhv
tartomanyban. Sorbafejtve:

1 g\ B/t N2 N B\ N
By=— (14222 BN (1- =0
w(E) hw(QEO)N< * E) E

_ L (BN (yE(E N _NE,
T hw\28,) TP\TE\hw T2 )P E
1 (ENY N 1 EN\Y
T hw\hw/) NN T Nhwo \hw/)

Amint az varhaté is volt, visszakaptuk a klasszikus eredményt. Ez egyben a (I1.2)
valasztas jogossagat is aldtdamasztja.

A klasszikus idedlis gdz, ill. a klasszikus és a kvantumoszcillatorok esetén is azt
latjuk, hogy w(E) az energianak hatvanyfiiggvénye, s a kitevé kozelitéleg a szabadsagi
fokok szama. A makroszkopikus testekre altaldban hasonld Osszefiiggés igaz:

Q(E,0E) x E*Y§E,  E > E, (I1.7)

ahol o egységnyi nagysdgrendil szam, s Ey a legalacsonyabb energiaszint. Ha Q(F)
més extenziv mennyiségektol is fligg (az idedlis gz esetén példaul V-t6l), akkor ezek-
nek is gyorsan véltozé fliggvénye (1. (I1.6)). A makroszkopikus testek ezen sajatossa-
gat nem lehet altaldnosan bizonyitani, alapvetd tulajdonsaguknak tekintjiik.
Gyakran célszerii az Ey és E energidk kozé es6 allapotok szamét is meghataroz-
ni. Vélasszuk Ep-t 0-nak! A szébanforgé mennyiséget ilyenkor Qg (E)-vel jeloljiik.
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Nyilvan Qg(E) is adott extenziv mennyiségek mellett szamitandé ki. Az eredeti al-
lapotszam definicidjatdl csak az az eltérés, hogy az energiatartomany most 0-tol E-ig
valtozik, tehat kvantumosan:

Q(E) = ) 1, (IL.8)

(0<E<E)
illetve klasszikusan:
1
0<E(q,p)<FE

Kénnyen kapcsolatot taldlhatunk Qg (F) és w(E) kozott:

_ dQ(E)

(B, 0E) = Qo(E +0E) - Q(E) = =

OE,

ha 0F < FE, tehét

(I1.10)

I1.2. Gibbs-féle sokasagok

Az eddigiekben lattuk, hogy adott makroallapothoz nagyon nagyszamu mikroal-
lapot tartozik. Ezt tigy is mondhatjuk, hogy a makroszkopikus mennyiségek ismerete
nem egyetlen makroszkopikus testet hataroz meg, hanem makroszkopikus testek so-
kasagat. Ezek a rendszerek a konkrét mikroszkopikus elrendezédésben kiillonbozoek,
de a mérheté makroszkopikus mennyiségek mindegyikben ugyanazok. Minden adott
makroallapotban leve testhez elképzelhetd tehat hasonlé makroszkopikus testek olyan
halmaza, melynek mindegyik eleme ugyanabban a makroallapotban van, de mas és
mas mikrodllapotot valésit meg, s minden megengedett mikrodallapotnak megfelel leg-
alabb egy elem. Ezt a halmazt nevezziik Gibbs-féle sokasagnak.

A makroszkopikus rendszerekrél ugy szerziink informaciot, hogy méréseket vég-
zink rajtuk. A mérés bizonyos idGintervallumban torténik, mely nyilvan sokkal na-
gyobb az atomi jelenségekre jellemz6 id6knél. Termodinamikai egyensilyban levo test
esetén a mért érték fiiggetlen attol, hogy mikor mériink és attél is, hogy mennyi ideig
tart a mérés (ha mar elég hosszi idéintervallumokat haszndlunk). Ezért a mért érték a
megfelel6 mikroszkopikus mennyiség idobeli atlaganak tekintheto. A mérés ideje alatt
a rendszer nyilvan nagyon sok mikroallapotat megvaldsitja, igy azt varjuk, hogy az
idobeli atlagolas helyett a sokasagra is atlagolhatunk. Megfogalmazzuk tehat a soka-
sagokkal kapcsolatos alapkovetelményt: A sokasagra vett atlagnak meg kell egyeznie
egyetlen makroszkopikus testre vett idébeli atlaggal, vagyis a mért értékkel. Ha ez

20



a kovetelmény teljestil, akkor a nehezen kezelheté idobeli atlag helyett a sokasagra
atlagolhatunk. A sokasag megvalasztasa bonyolult probléma. Az aliabbiakban néhény
egyszerl sokasagot vizsgalunk, és latni fogjuk, hogy az eredmények makroszkopikus
testekre fiiggetlenek a sokasag valasztasatol.

A kovetkezo kérdés az, hogyan végezziik a sokasigra torténd atlagolast. Eh-
hez meg kell mondanunk, hogy milyen p(j) valdsziniiséggel van a rendszer a j-edik
mikrodllapotban. p(j)-t eloszlasfiiggvénynek nevezziik. Valamelyik allapot biztosan
bekovetkezik, ezért a

>l =1 (IL11)

normalast hasznaljuk. Az Osszegzés a makroszkopikus paraméterek dltal megenge-
dett hatarok kozott veendd. Legyen A tetszOleges fizikai mennyiség, melynek a j-edik
mikrodllapotbeli értékét jeloljiikk A(j)-vel. p(j) ismeretében az atlagérték méar kifejez-
heto:

A= AGG): (IL.12)

Kvantumos targyalas esetén j az allapot teljes leirdsat adé kvantumszamok 6sz-
szessége (n).

A klasszikus fazistérben bevezethets a p’(q,p) valészintiségsiirtiség. Mivel egy
cellan beliil nem kiilonboztetiink meg allapotokat, p’(q, p)-nek kozelitoleg allandénak
kell lennie minden olyan g-ra és p-re, melyek egy faziscelldhoz tartoznak. p'(q, p)dqdp
annak a valdszintisége, hogy a fazispont a (q, p) koriili dqdp fézistérfogatban van. p’-t
ugy normaljuk, hogy a megengedett tartoményra vett integralja 1-et adjon. p’ helyett
célszeriibb a vele ardnyos p(q, p) mennyiséget haszndlnunk. Kiilonb6z6 részecskékbél
allé rendszerben p definicidja az

dqdp
/p(q,p) psN = 1

osszefiiggés. Tudjuk, hogy egy faziscella térfogata h3Y, s kiilonbozé részecskék esetén
egy cella egy allapotnak felel meg. A fenti kifejezés ezért az allapotokra vald Osszeg-
zést jelenti, s ez van &sszhangban p(j) (II.11) normaldsdval. Klasszikus leirasméd
esetén az A mennyiség q és p fliggvénye, ezért a varhaté érték:

dqd
A= /A(q, p)p(a,p) ;,NH

Gyakran fogunk talalkozni olyan rendszerrel, mely azonos részecskékbol all. Korabban
mar lattuk, hogy két azonos részecske megceserélésével (vagyis koordinatdik megcse-
rélésével) nem kapunk 1j allapotot, tehat N! megfeleld faziscella jelent egy allapotot.
p normalasa ennek megfeleléen ilyenkor
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dqdp
/p(q, P) NN = L (IL.13)

az A mennyiség varhato értéke pedig

dqdp
A= /A(q, P)p(a,P) 3w = L (I1.13')

A fenti kifejezésekben az integral mindig a makroszkopikus paraméterek altal megen-
gedett tartomanyon veendo.

ésszefoglalésként megallapithatjuk, hogy az allapotokra vald 0sszegzés kvantu-
mos térgyalds esetén az Osszes kiilonb6z6 kvantumszamra (n-re) torténé Osszegezést
jelenti. N azonos részecskéket tartalmazéd klasszikus rendszerben pedig a kovetkezo

integralra val6 attérést:
dqdp
2 | N
J

(ha Ny,..., N szamu kiillonboz6 részecskével van dolgunk, akkor N! helyett
Np!l...Nilall (57 N; = N), s ha az 6szes részecske kiilonboz6, akkor Nq!... Ny! =1).

Az dllapotokra torténd fenti dsszegezés dsszhangban van az allapotok szamanak (11.3)
és (I1.4) kifejezésével.

A sokasdgokat egyértelmiien megadjuk, ha ismerjik p(j)-t, illetve p(q,p)-t, az
eloszlasfliggvényt. A kovetelmény ezek szerint azt jelenti, hogy p-t ugy kell megva-
lasztani, hogy az ezzel szamolt, sokasagra vett atlag megegyezzen az idobeli atlaggal.

I1.3. A mikrokanonikus sokasag

Most ratériink az egyik alapvetd sokasag, a mikrokanonikus sokasag definialasa-
ra. Els6 feladatunk p(j) meghatédrozésa lesz. Tekintsiink egy zdrt rendszert, melynek
energidja E és F + 0F kozé esik, a térfogatot és az egyes komponensek részecske-
szamat adottnak tekintjiik. (A fejezet elején tett megkdtések tovdbbra is fennallnak,
igy az is, hogy termodinamikai egyensiulyban van a rendszer.) Képzeljiik el az ezen
makrodallapotot megvaldsité sokasdgot! Az E és E + 0F kozé es6 allapotok koziil
egyik sem kitiintetett, ezért feltessziik, hogy a kiilonb6zé mikroallapotok egyforma
valoszintiséggel kovetkeznek be. Az eloszlasfiiggvény tehat konstans az (E, E + 0F)
intervallumban, és nulla ezen kivil:

Q(E,0F)’ (I1.14)

0, egyébként.

1
. — . haE<E; <E+JE;
p(j) =

A (I1.14)-gyel definialt sokasdgot nevezziik mikrokanonikusnak. Q(FE,6E) (IL.3), ill.
(I1.4) definici6ja alapjan lathaté, hogy a fenti p(j) (I1.11), ill. (I1.13) szerint normalt.
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A konkrét tapasztalat azt mutatja, hogy ez a sokasag helyesen irja le a kiillonboz6 zart
rendszereket.

A (I1.14) Osszefiiggés bevezetésekor haszndlt foltevés annak az altaldnos elvnek
felel meg, hogy amennyiben a rendszerrdl szerzett informacionk nem teljes, tehat pél-
daul az f; fizikai mennyiségekrol csak annyit tudunk, hogy értékei F; és F; + 0 F; kozé
esnek, akkor az ezzel 6sszhangban 1évé mikroallapotok egyike sem kitlintetett, tehat
csak azt mondhatjuk, hogy ezek mind egyforma valdszintiséggel kovetkeznek be. Ez
az Un. a priori egyenld valoszintliségek elve. Roviden igy fogalmazhatjuk: a rendszer
minden olyan mikroallapotat egyenl6 valdszintiséggel veszi fol, amely a rola szerzett,
nem teljes informéacidval Gsszegyeztetheté. Az a priori egyenld valdszintiségek elve a
statisztikus fizika alapvetd posztuldtuma.

Nem tériink ki annak részleteire, hogy az a priori egyenlo valdszintiségek elve
osszhangban van azzal a kovetelménnyel, hogy a sokasigra vett atlagnak meg kell
egyeznie az id6beli atlaggal, csak megemlitjiik, hogy az a priori egyenl6 valdszinii-
ségek elve megalapozhatd a folyamatok konkrét, idobeli lefolyasanak vizsgalataval a
nemegyensulyi statisztikus fizika keretein beliil (master egyenlet).

Legyen x tetszéleges (extenziv) fizikai mennyiség. Gyakran el6fordul az az eset,
hogy meg kell hatarozni, milyen valdsziniiséggel vesz fel a rendszer, vagy valamilyen
alrendszere, egy elore adott xjp értéket. Ehhez el0szor meg kell hatdrozni az xj-
t megvaldsité azon allapotok szamat, melyek Osszhangban vannak a teljes rendszer
makroszkopikus paramétereivel (az energia E és E + §F kozé esik, és a tobbi mért
extenziv mennyiség is adott). Jelolje ezt

Q(E, 5E, .I'k)
Az 6sszes allapotok szama nyilvan:

VE,0E)=> Q(E,dE, ).
k

A posztulatum szerint E és E 4+ 6 E kozott minden allapot egyforman valdszint, igy
ez az xp-t megvaldsité allapotokra is igaz. Ezért annak a valdszintlisége, hogy az x
mennyiség éppen az x értéket vegye fol

o Q(E, (5E, :L‘k)

P(zy) = 0(B.55) (I1.15)

Az x mennyiség atlaga ezek szerint:

T = Zxkp(wk) (H.lﬁ)
k

Miel6tt tovabb mennénk, foglaljuk 0ssze az egyensilyi statisztikus fizika lényeges
feltevéseit!
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I. posztulatum: A magukra hagyott testek a termodinamikai egyensuly allapo-
taba keriilnek.
II. posztulatum: Egyensiilyi allapotban a rendszer minden olyan mikroallapo-
tat egyenlo valosziniiséggel veszi fol, amely a réla szerzett, nem teljes informaci-
oval Osszeegyeztetheto.
Ennek eddig targyalt legfontosabb kévetkezményei a mikrokanonikus sokasdg (11.14)
eloszlasfiiggvénye és a (I1.15) valésziniiség.
A tovabbiakban fontos szerepet jatszik a makroszkopikus testek két tulajdonsaga
is.
I. tulajdonsag: Zart makroszkopikus testre az 6sszes E és E + OFE kozotti
allapotok szama nagyon jo kozelitéssel megegyezik a legvalosziniibb allapotot
megvalositoé allapotok szamaval.
Ez példaul azt jelenti, hogy ha az egész rendszert két makroszkopikus alrendszerre
bontjuk, s az egyikben az x mennyiség értéke x1, akkor

O(E,0E) =Y QUE,0E,21) = max Q(E,0E, z1) = Q(E,0E, &), (I1.17)

T1

ahol 71 az az érték, amely maximaélissé teszi Q(FE,JF, z1)-et.

Kovetkezmény: (I11.17) csak ugy teljesiilhet, ha Q(FE, 0E, 1) x1-nek nagyon éles
(Dirac-delta szerti) fiiggvénye. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy x1 szérésra nagyon
kicsi, vagyis a varhaté érték és az atlag az alrendszer minden extenziv mennyiségére
jo kozelitéssel megegyezik:

Ez egyben azt is jelenti, hogy van értelme egy alrendszer extenziv paramétereinek
adott értékérol beszélni, hiszen nagyon nagy valdszintiséggel az atlagos értéket veszik
fol.
II. tulajdonsag: A makroszkopikus testek allapotszama az extenziv mennyisé-
gek nagyon gyorsan névekvé fliggvénye. Az energiatol valo fiiggés, ha E > Ey,

Q(E) o< B,

Azok a rendszerek, melyek allapotszdma nem ilyen tipusi, nem kovetik a szokdsos,
termodinamikai viselkedést. (Pl: exponencidlisan névekvo Q(FE) esetén léteznie kell
maximélis hémérsékletnek.) Az I. és II. tulajdonsdg nem tekinthetd teljesen fiig-
getlennek: (II.17) ugyanis olyan rendszerekre is igaz, melyekre (I1.7) nem all fenn,
masrészt viszont, ha (I1.7) szerint

InQ(E,0F)~aflnE+1ndE,

akkor ebbdl mdr (I1.17) kévetkezik. Ez utébbit bebizonyitjuk abban az esetben, ami-
kor az egyik alrendszer energidja felel meg z-nek. Alljon zart rendszeriink két olyan
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E,V,N

E17V17N1 E27 ‘/27N2

alrendszerbdl, melyek energia cseréjére képesek. Legyen ezek térfogata és részecs-
keszédma Vi, N7 = f1/3, illetve Vo, No = f5/3. Az alrendszerek makroszkopikusak,
ezért kolcsonhatéasi energidjuk, mely a rovid hatétavolsagu erék miatt a feliiletiikkel
aranyos, a feliilet /térfogat arany kicsinysége miatt elhanyagolhat6 a belsé energidjuk-
hoz képest. Ha mindegyik alrendszer energidjat £ bizonytalansaggal ismerjiik, s az
egyik energia F7 és F1 +0F, a masik Fy és Fs + 0 F kozé esik, akkor a teljes rendszer
zartsaga miatt igaznak kell lennie az

E<E +FE,<E+2F

egyenlotlenségnek. Az 1. rendszer minden egyes F; energiaju allapotahoz a masik
rendszer Qo (E — E1,0F) szamu éllapota tartozik, de az 1. redszerben Q(E7,0FE) al-
lapot lehetséges, ezért a teljes rendszer adott Fq-hez tartozé allapotainak szama

QO(E,26E, E1) = Q4 (Ey, §E)Q(E,, 6E). (IL.18)

Ez az osszefiiggés azt fejezi ki, hogy egyensilyban a két rendszer kozelitoleg fiiggetlen-
nek veheto. Egyik energiat sem ismerjiik pontosan, ezért E; és E5 lehetséges értékeit
§E intervallumokra osztjuk, s ezen beliil kozelitéleg dllandénak vessziik. Jelentse E(*)
az i-edik ilyen intervallumbeli F-értéket s tegyiik fol, hogy E5 legkisebb értéke 0. Az
osszes allapotok szama ekkor:

E/SE
Q(E,20E) = Y Q(EW,6E)Q(E - EY,5E).

=1

Legyen az Q(F,20F, E7) maximumahoz tartozé érték E,. Ekkor Ey = E — E,. Az
Osszegzés E/JE tagbdl all, ezért igaz a kovetkez6 becslés:

01 (E1,0F)Q2(FEs, 6F) < Q(E,20F) < %Ql(El,dE)QQ(EQ,dE).

Az egyenlStlenség logaritmusat véve a jobboldal In(E/§ E)-vel nagyobb, mint a balol-
dal. E extenziv mennyiség, ezért

Exfi+f=F.
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OF flggetlen f-t6l, igy a jobboldalon In f szerepel. Ha mindkét makroszkopikus al-
rendszerre igaz (11.7), akkor

1an(E1,5E) = O(f) + lnéE, 1HQQ(E2,5E) = O(f) + IH(SE,

és f nagy értéke miatt f mellett In f jogosan hagyhaté el. (Ha f = 10?3, akkor
In f = 55.) Azt latjuk, hogy az Gsszeg egy tagjaval helyettesithetd, vagyis j6 kozeli-
téssel:

Q(E,20E) ~ Q(E,20E, E1) = Qi (E1,0E)Q(Es, 0E).

Ez éppen (I1.17) az z1 = E; esetben.

A posztulatumokbdl és a tulajdonsagokbdl a statisztikus fizika t6bbi torvénysze-
riiségre mar levezethetd. A posztulatumokat a beldliik levont kévetkeztetések minde-
niitt igazoljak.

I1.4. Egyenstlyi feltételek, az entrépia és a fundamentalis egyenlet

Tekintsiink egy zart rendszert, melyet ténylegesen vagy gondolatban, valamiféle
modon két alrendszerre osztottunk. A felosztas kiilonboz6 kényszereket jelent: rogzit-
hetjik példaul az alrendszerek energidjat, vagy részecskeszamat, vagy térfogatat, ill.
ezek megfelel6 kombindaciéit egyszerre is. Altaldnosan azt mondhatjuk, hogy a kény-
szer az extenziv mennyiségek eloszlasat szabalyozza a két alrendszer kozott. Jeloljik
x;-vel az 1. alrendszer el6irt extenziv paramétereit. A teljes rendszer allapotainak sza-
ma akkor az z;-kt6l is fligg: Q = Q(FE,V, N, x1,x2,...). Ha valamelyik kényszert (pl.
x1-et) megsziintetjiik, az dllapotok szdma nem csékkenhet, hiszen Q(E,V, N, xs,...)
lesz, s ebben azok az allapotok is szerepelnek, melyek a kényszernek nem feleltek meg.
Mas 2-hoz nyilvan méas mérheté6 mennyiségek tartoznak, igy a kényszer megsziinte-
tését altalaban makroszkopikus valtozasok is kovetik, a rendszer 4j makroallapotba
kertil.

Az zq paraméternek van azonban egy olyan #; értéke, melyre Q(E,V, N, %1, x2,...)
maximalis. Ha a kényszer eleve az x;-nak megfelel6 mennyiségeket irta el6, a kény-
szer eltavolitasa utan az allapotok szama most is no, de makroszkopikus rendszerek-
ben a legvalésziniibb allapotot megvaldsité allapotok szama és az Osszes allapotok
szdma jé kozelitéssel megegyezik (I. tulajdonsag, (I1.17) ), igy Q(E,V,N,xa,...) =
Q(E,V,N,%q1,xa,...), tehat Q gyakorlatilag dllandé marad. Ez azt jelenti, hogy a
kényszer megsziintetése nem okoz semmilyen makroszkopikus véltozast, igy termé-
szetes, hogy a két alrendszer kozotti egyensily feltételének azt tekintjiik, amikor a
megfelel extenziv mennyiség a legvaldszinlibb értékét veszi f6l. Természetesen egy-
szerre tobb kényszert is meg lehet sziintetni.

Vizsgéljuk eloszor azt az esetet, amikor az alrendszerek térfogata, részecskeszama
és energidja is rogzitett, de a kényszer megsziinése csak az energiacserét teszi lehetové.
A gyakorlatban ez gy valdsithaté meg, hogy az alrendszerek kozotti szigeteld falat
jo hévezetd fallal cseréljiik fol. Annak a valdszintlisége, hogy az 1. rendszer energiaja
E; legyen, (I1.15) szerint
Q(FE,20E, Ey)

PUEY) = =0 F 208
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(I1.18) alapjan
O(E,26E, Ey) = Q1 (B, 0E)Qy(E — By, 0E). (IL.19)

Hatarozzuk meg, milyen Osszefiiggés van a két alrendszer allapotszama kozott, ha
P(FE;) maximélis, vagyis ha E; legvalészinlibb értékét veszi fel. Az I. tulajdonsig
kovetkezménye miatt

Célszerti P logaritmuséaval szamolni:
InP =1 (FE,0E) + InQs(Es, 0E) + allando,
ahol Fo = E — Fq. A legvalészinlibb E4-re In P maximalis:

8lnP(E1) . 81an(E1,5E) . 81nQQ(E2,6E)

OE1  |p,—p,-F, OE: B\—B,~F, OE, Fy—Fy—Ts

Definidljuk a kovetkez6 mennyiséget:

_ OWQ(E,SE)

B(E) o (I1.20)

A legvalésziniibb allapot megvaldsulasanak tehat az a feltétele, hogy (6 mindkét al-
rendszerben ugyanakkora legyen:

Br(Er) = B2(Es).

Tudjuk, hogy két energiacserére képes rendszer kozott az egyensily feltétele ho-
mérsékletiik megegyezése, ezért célszerii a kovetkezd meghatarozas:

B=—1. (I1.21)

Itt egyelore csak definidltuk az abszolut homérsékletet, de a tovabbiakban be is fogjuk
latni, hogy ez azonos a termodinamikai mennyiséggel. (kp az in. Boltzmann-allando:
1.381- 102 J/fok.)

A makroszkopikus testekre a II. tulajdonsag szerint

Q(E,0E) ~ E*f§F.

Ebbdl
InQ(E,0F) = af In E + allandd,
vagyis
af E
5 E ) B Oéf
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A hémérséklet alapveto fizikai jelentése tehat az, hogy kpgT koriilbeliil a rendszer egy
szabadsagi fokara juté atlagenergiat adja meg.
Tetszoleges zart rendszer entropiajat a kovetkezoképpen definialjuk:

S =k InQ(E,SE). (I1.22)

Errol a mennyiségrél meg fogjuk mutatni, hogy azonos a termodinamikai entrépia-
val. Lattuk, hogy Q(F,dFE) a makrodllapotot leiré mennyiségektol, vagyis az extenziv
mennyiségektol fiigg. S természetes valtozoi ezért szintén E, V, N és a tobbi extenziv
mennyiség. (I1.20) és (I1.21) felhasznéldsaval a hdmérséklet kifejezhetd az entrépia-
val:

1 (S
= = (a_E)V,N, (I1.23)

ami jol ismert Osszefiiggés. A tovabbiakban, ha termodinamikai mennyiségekrél be-
széliink, nem hasznalunk megkiilonbozteto jelolést az atlagos mennyiségekre, hiszen
a termodinamika gyis csak ezekre vonatkozik.

Megvizsgaljuk az entrépia néhany alapvet6 tulajdonsagat. A (I1.22) definicié
latszélag még nem egyértelmi, hiszen S fiigg 0 F vélasztasatol. Most belatjuk, hogy
makroszkopikus testekre a d ' okozta eltérés elhanyagolhato.

Vizsgaljuk ugyanazt az allapotszamot két kiillonb6z6 6 Ey és d Fo bizonytalansag-
gall Ha mind 6 F7, mind 6 E5 sokkal kisebb, mint E, akkor (IL.5) alapjan:

Q(E, (SEl) = w(E)éEl, Q(E, (SEQ) = W(E)5E2
Ebbdl
InQ(E,0F) =lnw(F)+ IndE, InQ(E,6F;) =lnw(F) + IndE,.

A két kifejezés kozotti kiilonbség In(dE;/dF3). Vegyiink két olyan JE-t, melyek
hanyadosa a szabadsagi fokok szamanak nagysdgrendjébe esik. Ez nyilvan sokkal
nagyobb, mint a redlis eset. f tipikus értéke 10?4, és In10%* = 55. Ha a rendszer
makroszkopikus,

Inw(E) < af = a-10*

(IT.tulajdonsag), s ehhez képest az 55 elhanyagolhaté. Ekkor tehét a két kiilonbozo
dE-vel definidlt entrépia kozotti kiilonbség is elhanyagolhatd. (Az eltérés olyan ki-
csi, hogy méréssel nem mutathaté ki.) Ezek alapjan megéllapithatjuk, hogy § F nem
jatszik lényeges szerepet az entrépidban, s igy a (I11.22) definicié egyértelmi. JE-t
ezentil nem is irjuk ki.

(I1.10) felhasznéldsaval a makroszkopikus testekre jellemz6 II. tulajdonsdg igy
irhato:

InQy(E)=afnE+In + allando.

E
af +1
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Mésrészt
InQFE) =aflnE+1IndE + allando.

Az §E f/FE arédny biztosan kisebb f-nél, ezért a két kifejezés kozotti kiillonbség f mel-
lett ismét nagyon kicsi. Ez azt jelenti, hogy az entrépia definidlhaté igy is:

S=kplnQy(F) =kplhw(E). (I1.24)

(A mésodik egyenldség azt fejezi ki, hogy S fiiggetlen 6 E-t6l.) Mindezek, az els6 pil-
lantasra meglep6 6sszefiiggések 1ényegében a nagy szamok szokatlan tulajdonsdgainak
kovetkezményei.

Belatjuk, hogy az entrépia extenziv mennyiség, vagyis két alrendszerre 6sszeado-
dik. A legvaldsziniibb E;-hoz tartozé &llapotok szdma:

Q(E,Ey) = Q1 (E)Q2(Fy), Ey=FE—E.

Ez azonban az 1. tulajdonsag szerint jé kozelitéssel az Osszes dllapotok szama, Q(E),
igy )
S = kB IHQ(E) == kB IHQ(E,El) == Sl + 52.

Vizsgédljuk meg, mi a legvaldsziniibb eloszlas olyan alrendszerek kozott, melyek
térfogata is valtozhat! Az egyszertiség kedvéért legyen a 2. alrendszer egy idedlis
dugattytval 6sszekotott rugd (vakuumban), s legyen a tartély keresztmetszete min-
deniitt A. A kolesonhatési energia most is elhanyagolhaté, ezért E = Fy(z) + Ea(2).

Es

BN 20099009009909,

Jeloljiikk az 1. rendszer allapotainak szdmat a z-hez tartozé helyzetben Q(FE1, z)-vel.
A rugé egy szabadsagi foku, ezért Q5(FE9, z) = 1. z tulajdonképpen a térfogatot méri.
A z térfogat valdsziniisége (I1.15)-nek megfeleléen

Q(El,z)

PE="am)

(ez tulajdonképpen a II. posztuldtum). A legvalészintibb allapotban:

dIn Q(E,, 2)

o =0.

E1:E1 ,ZIE
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Az 1. tulajdonsag alapjan E, = E.,2=7%, s igy

=0.

_0InQ(Ey,2) | 0E2(2) N 0InQ(En, z)
0F; 0z 0z By=F,.2=%

|0F5(2)/0z| a klasszikus mechanika szerint a rugé altal a dugattytra kifejtett F erét
jelenti. Az egész egyenletet kp/A-val szorozva, és (I1.20)-at hasznélva azt kapjuk,

hogy
05\ _ F/A
)y T
ahol S = kpInQ(E1, z). A mechanikai egyenstily feltétele az erék egyenlésége. Tehdt

F/A-nak meg kell egyeznie az edényben 1é6vé gdz nyomasaval. Ezzel 6sszhangban va-
gyunk, ha a nyomast a kovetkezoképpen definidljuk:

P 0S
p_ (95 I1.2
T (aV>E,N (11.25)

Latni fogjuk, hogy p azonos a szokasos nyomassal.

Térjiink at most arra az esetre, amikor az alrendszerek részecskék cseréjére és
energiacserére is képesek, de a térfogatuk allandé. Az egyszeriiség kedvéért tegytlik
fol, hogy a részrendszerek energidja éppen a legvaldszintibb érték, tehat hémérsékle-
tiik legyen azonos. Ez azt jelenti, hogy az allapotok szdma csak a részecskeszamtol
fiige (a teljes rendszer adatain kiviil).

A zartsdg miatt Ng = Ny + No. Annak P(Np) valdszintisége, hogy az 1. rendszer
részecskeszama N legyen, (I1.15) szerint:

Q(E7N07N1)

P(Ny) = Q(E. No)

Adott Np esetén a 2. rendszer éllapotainak szama Qg(Eg, N — Ny), de az 1. rend-
szerben ugyanekkor Q4 (F1, N1) allapot lehetséges, ezért (11.18)-hoz hasonléan a teljes
rendszer allapotainak szama:

Q(E, No, N1) = Qi (E1, N1)Qa(Ea, Ng — Ny).
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A legvalészintibb Ny értékre P(N;) maximalis, tehat

a ~ ~
TN [lnﬂl(El,Nl)+ln92(E2,N2)] =0,

81H91<E~'1,N1)
0N,

. Oln QQ(EQ, NQ)
B ONo

N1=N; No=No=N—-N;

Definidljuk az o mennyiséget tetszoleges, N részecskét tartalmazo rendszerre:

o) = (%) e

Makroszkopikus testekrol van szo, s ezért az 1. tulajdonsag szerint
N =N
A legvaldsziniibb értékekre tehat:
a1(N1) = a(Ns).

A részecskecserére képes azonos hémérsékletii rendszerek kozott az egyensuly felté-
tele a kémiai potenciadl kiegyenlitodése. Ezzel 6sszhangban vagyunk, ha a kémiai

potencidlt igy definialjuk:
1 (81119) o«
P \oN )T

Igy (I1.22) szerint:

as ,

(I1.24), (I1.25) és (I1.25") segitségével felirhatjuk tetsz6leges makroszkopikus rend-
szer entropiajanak megvaltozasat. Ez az energia, térfogat és részecskeszam megval-
tozdsa miatt jon létre, ezért:

s = (8—3) dF + (8—5) av + (8—5) dN
OF )y n oV )N ON ) gy

1
T

p I
E+ = — —dN. 11.2
dE + ZdV — £d (IL.26)

Ez az Osszefiiggés az Uin. fundamentalis egyenlet. Két “kozel es6” egyensulyi allapot
allapotjelz6i kozott 1évo kapcesolatot fejezi ki, fiiggetleniil attol, hogyan keriilt a rend-
szer egyensulyba. S extenziv voltabol és T',p valamint p definicigjabdl mar kovetkezik,
hogy T, p és u intenziv mennyiségek.
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Ha tobbfajta részecskébdl all a rendszer, s ezek szdma Ny, ..., Nj,..., N;, kémiai
potencidljuk pu1,..., uj, ..., pu, akkor az entrépiavaltozds természetesen igy modosul:

08

1 )
ON; E,V,Ni(izj)

dS:T

l
b Hj 22 /
dE + =dV — E —dN,; —= = I1.2
+ T V 2 7 IS < ( 6)

T

Eddig a mikrokanonikus sokasaggal leirhaté zart rendszereket vizsgdltuk, s 1at-
tuk, hogy az alapveté mennyiség az Q(E) allapotszam, melybél a p eloszlasfiiggvény
is és az entropia is meghatarozhato. Ez utobbi ismerete azutdan mar a rendszer teljes
termodinamikai targyaldsat lehet6vé teszi.

A (I1.22) definiciét konkrét rendszerekre alkalmazzuk. Az ideélis géz (11.6) élla-
potszamabol:

V 3. 2E V2rm e5/?
N T2 M3N e '

S(E,V,N) =kgN {ln— +-In—+1In
A Kklasszikus linedris oszcillatorokra pedig (I1.6") szerint

E e

(I1.23) segitségével az energia hémérsékletfiiggése is megadhat6. Az idedlis gazban:

F = §N kT,
2
oszcillatorok esetén:
E = NkgT.

Mindkett6 jolismert eredmény.
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I1.5. A kanonikus sokasag

A kanonikus sokasdg a kornyezetiikkel termikus kapcsolatban 1évo testek leirasa-
ra alkalmas. Képzeljiink el egy makroszkopikus rendszert (A-t), mely egy néla sokkal
nagyobb rendszerrel (A’-vel) van kapcsolatban, s ez a kapcsolat csak energiacserét
enged meg. Tegyiik fol, hogy a két rendszer egyiittesen zart rendszert alkot. Ez
azt jelenti, hogy az egész leirasara a mikrokanonikus sokasdgot kell hasznalnunk. A
nagy rendszert hétartalynak nevezziik. Altaldban a testek kornyezete felel meg a
hotartalynak.

Al
A
El
E E)
T
hotartaly

A-t altalaban elég nagynak kell valasztani ahhoz, hogy a két rendszer kozotti
kolesonhatasi energia, mely a rovid hatotavolsagu erdk miatt a feliilettel ardnyos, el-
hanyagolhaté legyen A belsé energidjahoz képest. A energidja ugyanakkor nyilvan
nagy valészintiséggel sokkal kisebb, mint A’-é:

EO =F+FE, E < EO, E< F', E' ~ E©,

ahol E(©) a teljes rendszer energidja. Az A-t leiré sokasdgot akkor adjuk meg, ha meg-
hatdrozzuk, milyen p(i) valésziniiséggel van A az i-edik dllapotban. A posztuldtumok,
illetve a tulajdonsagok ismeretében ez a valdszinliség mar levezetheto.

Tegyiik f6l, hogy A az i-edik allapotban van, s ehhez az F; energia tartozik,
valamilyen bizonytalansaggal. A’ ugyanekkor Q' (E(®) — E;) kiilonbozé allapottal ren-
delkezik. Az &sszes allapotok szama QO (E(®). Az adott bizonytalansigon beliil az
E©) — E;-hez tartozé allapotokrdl azonban nincs semmilyen informéciénk, s ezért
feltessziik, hogy egyforman valdszintiek (II. posztuldtum), tehét a keresett valészint-
ség:

L V(EY-E)

p(i) = QO E) (I1.27)

E; < EO | ezért sorfejtést szeretnénk végezni. A’ termodinamikai rendszer, igy a II.
tulajdonsag miatt:

YEY - E)x (EO — ) = E(O)o‘f/ 1— £ o
E0) ’
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A kitevé nagyon nagy szam, ezért Q' sorfejtése csak akkor jogos, ha Ef'/E©) is jéval
kisebb, mint 1, ami tdl er6s megkotés lenne. A nehézség elkeriilhetd, ha nem €'-t,
hanem In -t illetve In p(i)-t fejtjilk sorba, ami mar E; < E(®) esetén is megtehetd:

o (E)

In p(i) = alland6 + In Q’(E(O)) T

Ei+.... (I1.28)
E'=E0)

Definialjuk a hotartaly hémérsékletét, pontosabban 3 paraméterét, a kovetkezd
modon:
oV (E")

o =

E/'=E0)

Maés szavakkal ezt igy mondhatjuk, hogy az A’ rendszer olyan nagy, hogy energidja
az A rendszerétdl fiiggetleniil dllandénak tekinthetd, s ennek megfeleléen az A’-hoz
rendelheté homérséklet is allandé. Ez a tulajdonsag indokolja a hétartaly elnevezést.
p(i)-t (I1.28)-bdl meghatarozva:

p(i) = Ce PFi,
C' kifejezheto lenne az allapotszamokkal is, de célszeriibb azt a feltételt hasznalni,

hogy p egyre normélt: S p(i) = 1 (az Osszegzés minden i-re kiterjed). Igy
i

1
p(i) = —e PP, (11.29)

ahol Z az un. allapotosszeg:

Z=> el (11.30)

Ezek az osszefiiggések megadjak a statisztikus fizika egyik legalapvetobb eredményét,
annak a valdsziniiségét, hogy a hétartdllyal termikus kapcsolatban 1évo test i-edik
allapotat veszi fol. p(i) definidlja a kanonikus sokasdgot. A levezetésbdl latszik, hogy
az eloszlas az anyagi mindségtol fiiggetlen.

Erdemes kiilén folirni az allapotosszeget a kvantum- és a klasszikus fizikaban:

Z =Y e fbn (I1.31)
(n az allapotok teljes leirdsat adé kvantumszamok Osszessége),
7= / —85(q,p) 944P (I1.32)

NIRf"
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(g-ra, p-re nincs megkotés, az egész térre integralunk.) A (I1.29) kanonikus eloszlést a
tovabbiakban sokat fogjuk hasznalni kiilonboz6 rendszerek konkrét tulajdonsagainak
meghatarozasara. Latni fogjuk, hogy Z ismeretében minden egyensilyi mennyiség
kiszamithato.

(I1.29) levezetésében felhasznaltuk, hogy F; < E©). E; elvileg 0-tél E(©)-ig val-
tozhat. Az E; < E© feltétel az I. tulajdonsigon alapszik, vagyis azon, hogy E-nek
az atlagtol eltérd értékei rendkiviil (mérhetetleniil) kis valészintiséggel fordulnak csak
elé, B; ~ E, vagyis az A rendszer energidjanak fluktudciéja kicsi. Most belatjuk,
hogy ez a foltevés kovetkezetes, a (I1.29)-cel szamolt relativ szérds tényleg kis szam.
Az atlagos energia:

E; —BE;
E—; ___omz (IL.33)
N Z 98 ‘
Z ismeretében tehat az atlagenergia kiszamolhato. Hasonldéan
E2e—BE:
ﬁ_;le 19z _ 910z 1 (07}
B Z Zop opzoB  z2\oB)
Ebbol a szérasnégyzet:
— OE OF
E2-FE =—— =kgT*( | . 11.33'
o5 " (8T>v (1185
Az A rendszer térfogata allando, és allando térfogat melletti hékapacitasa
E
o=7(25) = (%2) |
or )., or ),
igy azt kapjuk, hogy
(E—E)? = kpT?Cy. (I1.34)

A szérasnégyzet és a homérséklet definicid szerint pozitiv, igy (I1.34) alapjan az ener-
gidnak a hémérséklet monoton névekvo fliggvényének kell lennie. E és Cy extenziv
mennyiségek, vagyis f-fel ardnyosak, ezért

x —. (I1.35)

Ez azt jelenti, hogy csak azok az energiak lényegesek, melyek kozel vannak A atlag-
energidjdhoz, s amelyek E(9)-nal sokkal kisebbek. Ezzel tehdt utélag igazoltuk a
sorfejtés jogossagat.
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A kis relativ szoras a makroszkopikus testek olyan alapvetd tulajdonsiaga, hogy
érdemes més oldalrdl is megvizsgdlnunk. A tovabbiakban fontos lesz annak P(FE)
valésziniisége is, hogy A valamilyen F energiaju allapotban legyen. Az E-hez tarto-
z6 allapotok széma legyen Q(F). Ez tgy is fogalmazhatd, hogy E-hez Q(E) szamu
kiilénboz6 allapot tartozik, tehat Q(F) lényegében a degenerécié fokat adja meg.
Ezek alapjan:

QE)Y(E® - E)

P(E)=QUE)p = Q0 (EO)

(11.36)

(I1.29) felhasznéldsaval:

P(E) = %Q(E)eﬁE.

P(FE) fenti alakjabdl konnyen szarmaztathaté a legval6szinlibb energiat meghatérozé
egyenlet, vagyis az egyensily feltétele. A 0ln P(FE)/OF = 0 egyenletbdl:

0lnQ(E) B ,
b | = (I.36")

Lattuk, hogy a termodinamikai rendszerekre Q(E) oc E*f (IL tulajdonség). Ha
E Kicsi, akkor P(E) az Q(E) miatt kicsi, nagy E-re e ¥ vag le. Igy P(E)-nek éles
maximumadnak kell lennie, mert Q(E) és e ?F gyorsan valtozé fiiggvények. Grafiku-
san:

P(E) A

AFE

E E

Legyen € = E — E'| Vizsgéljuk P(E) viselkedését a maximuma koriil. P(FE) gyorsan
valtozé fliggvény, ezért nem azt, hanem logaritmusat fejtjiik sorba:

- 0ln ) 1 9%2InQ)

InQ(E) =InQ(E — 24 11.36”
nQ(E) =lnQ(F) + 5E E:E€+2 EYoR E:E€+ (I1.36")
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(I1.36") alapjdn € egyiitthat6ja éppen 3. Vezessiik be a

9%1n Q)

AN — —
0E? |._p

jelolést.

1
InP(E) = —InZ + In Q(E) + Be — %A& ~BE+...=mP(E) = JAE-E)+...

P(E) = P(E)e ME-E)*/2,

A legvalésziniibb (a maximalis) érték koriil tehéat elsé kozelitésben Gauss-eloszldst
kapunk. Ez megfelel a kozponti hatdreloszlastétel specidlis esetének. A tétel szerint
ugyanis nagyon sok fiiggetlen valdszintiségi valtozo eloszlasa hataresetben, bizonyos
feltételek mellett (melyek most teljesiilnek), mindig Gauss-eloszlas.

Fejezziik ki A\-t! Az I. tulajdonsdg szerint E = E, s ezért kozelithetjitk M-t {gy:

op
A~ — — .
O | p_5
Ebbé&l
OF
AN =kpT? | = | .
o (aT)v

A P(E) gorbe szélessége AE o< A™'/2 ugyanazt az eredményt kaptuk, mint (IL.35)-
ben:
E
AE~ 2. (IL.37)
vai

Azt latjuk tehat, hogy a kornyezetével termikus kapcsolatban 1év6 rendszer ener-
gidja nagyon nagy valészinliséggel az atlagos energia, s az ettdl vald relativ eltérés
AE/E nagyon kicsi. Ez azt jelenti, hogy az ilyen rendszer j6 kozelitéssel zartnak
tekintheté a AE energiabizonytalansaggal, s a mikrokanonikus sokasaggal is leirhato.
A mikrokanonikus sokasdgban P(FE) csak annyiban més, hogy F és E + AFE kozott
P(E) allandd, egyébként pedig nulla. Mindkét valésziniiség 1-re normélt és nagyon
éles, ezért a koztik 1évo kiillonbség elhanyagolhato:
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kanonikus mikrokanonikus

AFE - [ AF

E E E E

Makroszkopikus testre a fizikai mennyiségek fiiggetlenek 6 E-t6l, ezért a AE bizony-
talansagti mikrokanonikus sokasag minden mas d F-jii sokasaggal ekvivalens. Igy elju-
tottunk ahhoz a folismeréshez, hogy a kanonikus és a mikrokanonikus sokasag egyen-
értékli a makroszkopikus rendszerek egyensulyi leirdsa szempontjabol.

Ez a meglep6 tény Osszhangban van a termodinamikai egyensulyrol alkotott is-
mereteinkkel. Ha ugyanis az A és A’ kozotti falat hdszigetelével helyettesitjik, A
és A’ is zart alrendszer lesz, de a tapasztalat szerint semmi valtozds nem torténik,
feltéve, hogy eredetileg is egyensulyban volt a rendszer. Matematikai szempontbdl, a
sokasagok ekvivalencidja is a nagy szamok egyik érdekes sajatossaganak tekintheto.

Az eddigieket ugy is fogalmazhatjuk, hogy az eredmény nem fligg az eloszlas
megvalasztasatol, csak az a lényeges, hogy a makroszkopikus testek tulajdonsagait
hasznaljuk fol.

Mostandig nem esett sz6 az A rendszer homérsékletérdl. Erre nem is volt sziikség,
hiszen a (I1.29) eloszlas csak a hétartaly hémérsékletét tartalmazza. A gyakorlatban
tobbszor eldfordul az az eset, hogy A és A’ kozott az egyensiily nagyon lassan 4ll be,
sokkal lasabban, mint az egyes rendszerekben kiilon-kilon. A konkrét megvélasztasa
példaul gy torténhet, hogy A és A’ kozé rossz hévezetdbol késziilt falat helyeziink el.
Az egyensuly lassu bedlldsa miatt az A rendszer kozelitéleg zartnak tekinthets. Az
E energiaja allapotokban A hémérsékletét igy definialjuk:

_ 0lnQ(E)

Ba(E) Y

(IL.37)

Ez egyértelmii fiiggvénykapcsolatot jelent E és Ty kozott. Az elozo fejezetben lattuk,
hogy az egyensuly feltétele az, hogy E azt az E értéket vegye 51, melyre P(F) maxi-
mélis. Ilyenkor a hémérsékletek megegyeznek. Ezzel teljes 6sszhangban van a P(E)
konkrét alakjdbol levezetett (I1.36") feltétel, hiszen (34 definicidja alapjén (11.36") igy
frhaté: Ba(E) = 6.

Az eddigieket ugy is értelmezhetjiik, hogy abban az esetben, ha az A rendszer
energigja az E-t6l eltérd E érték (s A 6nmagéval egyenstlyban van), akkor A hémér-
séklete a hotartalyétdl eltérd lesz. Ilyen mdédon beszélhetiink a homérséklet fluktud-
ciéjarol.
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A makroszkopikus testek lefrasanak tanulmanyozasa utan vissza kell még térniink
arra a fontos esetre, amikor A nem makroszkopikus rendszer. Gyakran el6fordul, hogy
a kolcsonhatasi energia ilyenkor is sokkal kisebb A bels6é energidjanal. Ez tulajdon-
képpen annak felel meg, hogy az A-t alkotd “részecskék” a hotartéllyal csak gyengén
hatnak koleson. Az A rendszer maga is kicsi, ezért F energidja csak nagyon kis valo-
szinliséggel lesz akkora, mint az A’-é. Ismét igazak tehat a kovetkezd Osszefiiggések:

EO=E+FE, E<E9  FE<E, E~EO.

Ett0l kezdve a fejezet elején bemutatott levezetés lépésenként megismételhetd, s ismét
(I1.29)-et kapjuk.

Példaként vizsgaljuk azt az esetet, amikor az A rendszert az idedlis gaz egyetlen
atomja alkotja, a hétartaly szerepét pedig a tobbi atom t6lti be. (I1.30)-bdl

’ d3 d3 3
Zl :/6_6 pf/Qm—p}ng 4 = %\/ 2m7TkBT/ )

e_ﬁ’p?/zmd‘gpld?’ql
V\/2m7rk:BT’3

Annak a valészintiségét, hogy az atom energidja E = p?/2m legyen, tigy kapjuk, hogy
p(i)-t q szerint integraljuk, s d®p;-et E-vel kifejezziik.

p(i) =

2 /
P(E)dE = ——_VEe PPdE.
\/ﬂ'k’BT/
Ezzel
I 1 / . Fnl 3 /
E:§]€BT, es E:§]€BT

A valészintliségsiirtiség tehat igy abrazolhato:

P(E) A

E E E
Most konkrét példan is latjuk, hogy mikroszkopikus rendszerekben az energia
eloszlasfiiggvénye nem éles. (Ez igaz a tobbi extenziv paraméterre is.) Az E < E’

egyenlotlenségét most nem az tamasztja ala, hogy a szorés kicsi, hanem az, hogy az
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A rendszer maga is kicsi, s igy gyakorlatilag semmi esélye sincs annak, hogy energiaja
makroszkopikus értéket vegyen fol. A siméan valtozé eloszlasfiiggvénybdl kovetkezik
az is, hogy a makroszkopikus esetben a sokasagok egyenértékiiségével kapcsolatosan
alkalmazott gondolatmenet nem ismételheté meg, tehat mikroszkopikus rendszerek
leirasa szempontjabol a sokasagok nem egyenértékiiek.

A kanonikus sokasdgot hasznalva, levezetjiik a klasszikus statisztikus fizika egyik
lényeges Osszefliggését, az ekviparticio tételét. Bontsuk ol a teljes energiat igy:

E(qla sy P1s - apf) = Gz(pz) + El(q17 codqfsP1y- -5 Pi—1, Pit 1y - - 7pf)7 (1138)

és tegyiik fol, hogy €; négyzetesen fiigg p;-tol:

¢i(pi) = bip}.
A felbontéas azt jelenti, hogy a teljes energiaban p; csak négyzetes alakban szerepel

(E" mér fiiggetlen p;-t6l). A (I1.38) szétvalasztds rendszerint megtehetd, hiszen de-
rékszoglt koordindtarendszert haszndlva a kinetikus energidban Y p? /2m szerepel, s

K3
a kolcsonhatasi energia altaldban az impulzusoktdl fliggetlen. €; atlagat szamoljuk:

(N'RD)™Y [e;(pi)ePEdgy ... dgpdps . .. dpy

‘= (NI'RF)=L [e=PEdgy ...dgsdpy ... dps
Jeilp)ePe®ddp; [e=FE dgy ... dqpdps ... dpi—1dpit ... dpy
[ eBepidp; [eBE'dgy...dgsdpy ...dpi—1dpit1...dps
S biptePridp 0

= =——1In e_ﬁbip?dpi.
f e_ﬁbip12 dp; B

Az z = /2p; helyettesitéssel
/ 0Vt g — g1/ / e~b%" dp = F~1/2 . 4llands,

tehat

0 1 1 1
Ei = ——— <——1l’lﬁ) = % = §]€BT

(b;-t8l fiiggetleniil). A levezetés ugyanigy elvégezhetd akkor is, ha ¢; csak b;q? tipust
tagban szerepel az energiaban. Az ekvipartici6 tétele tehat azt mondja ki, hogy min-
den olyan “szabadséagi fokra”, mely ¢-t6l vagy p-tol négyzetesen filigg, %k:BT atlagos
energia jut. Ez az eredmény természetesen 0sszhangban van a homérséklet szemléletes
jelentésével is.

Idedlis gdzban egy atom energidja:

1
K= - (02 + 12 +12),
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ezért

— 3
K = —kpT.
2B

Az ekviparticids tétel nemcsak idedlis gazra vonatkozik, igy pl. tetszoleges folya-
dék egy atomjanak atlagos kinetikus energidja a klasszikus tartomanyban szintén
K= %k’ gT. A linearis harmonikus oszcillator energija:

2
p 1 2 2
EF=— 4+ - .
2m+2qu

Hotartallyal kapcsolatba hozva az atlagos energiak

P2 1 1 ,— 1
= — “kpT,  —mw?@ = kT
o, = kBl gmwiet = SksT,

tehat
E=k BT.

Az ekviparticios tétel csak akkor igaz, ha jogos a klasszikus fizika hasznélata.
Nézziik meg a kvantum oszcillator példajan, mi a kiilonbség a klasszikus esethez ké-
pest. A kvantumos esetben (1. (1.25))

— 1 1
E:hy|:§+e,8hu—_1:|'

Nagyon alacsony homérsékleten Shr > 1, s
Enl 1 —Bhv
E=hv 3 +e +....

T = 0 homérsékleten példaul £ = %hu, véges érték. Akkor varjuk, hogy a kvantum
oszcillator klasszikus rendszernek tekinthetd, ha a nivok kozotti tavolsag joval kisebb
az atlagos energiandl. Valéban, ha Shr < 1, akkor

s visszakapjuk az ekviparticiés tétel eredményét. (Léatjuk, hogy nullponti energia
elhanyagolédsa jogos a klasszikus hatédresetben.)
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I1.6. A szabad energia és a fundamentalis egyenlet

Az allapotosszegben attériink az energia szerinti Osszegezésre. Az E energidhoz
Q(E) kiilonbozo allapot tartozik, ezért

Z=> QE)e .
E

Mér lattuk, hogy az Gsszegezendd fliggvény nagyon éles maximummal rendelkezik az
E = F helyen, és szélessége AFE (11.37).

Q(E) e PF

-

AFE

E E

Az allapotszam Q(E,0F) = w(E)JE, ha §E < E. Megmutattuk, hogy AE < F,
ezért AFE-n belill a fiiggvény értéke kozelitoleg dllandénak tekinthetd, s az Gsszeg:

7 ~ w(E)e‘ﬁEAE,

InZ ~Inw(E) - BE+InAE.

Mivel E ardnyos f-fel, (IL.37) szerint AE o v/f. Termodinamikai rendszerre azonban
Inw(F) x f, s emellett In f elhanyagolhaté. Az I. tulajdonsag alapjan F = E, ezért:

1—

kplnZ = S(E,V,N) — ?E
A szabad energia termodinamikai definiciéja:
F=FE-TS. (11.39)
Ebbdl leolvasva:
F=—kgThZ. (I1.40)

Ez a szabad energia statisztikus fizikai kifejezése. Mivel Z-t energia szerinti 6sszegzés-
bol kaptuk, az allapotosszeg a homérséklettol, a térfogattol, részecskeszamtol és mas
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extenziv mennyiségektol fligg. Ennek megfeleléen F' természetes valtozéi is T,V és
N. Az allapotosszeg ismeretében tehat a rendszer szabad energidja meghatarozhaté.
Z-vel azonban az entropia is kifejezhet6, hiszen:

F 1 olnZ oF
- 4L F = 1 = -== ) 11.41
S T+TE ]{73 nZ—i—kBT 8T ( aT)VN ( )

Bebizonyitjuk, hogy két makroszkopikus rendszerre a szabad energia, ill. az ent-
ropia Osszegezodik. Bontsuk eredeti A rendszertinket két részre: A-ra és B-re. Tegytlk
f6l, hogy mindketté makroszkopikus, s termikus egyenstlyban van az A’ hétartallyal.

A/
A
Ea
T
Ep
B
hotartaly

Az AB egyiittes rendszer allapotosszege:

Zag = § e PEAB K
k

Mivel A is, B is makroszkopikus, az AB rendszer energiaja az egyes energiak osszege,
mert a kolcsonhatas elhanyagolhato:

Eapr=FEa;+ Ep,;.

Ebbol rogton kovetkezik, hogy:

Zap=2aZp,  Za=) e PP Zp=3 e FFrs,
i J

tehét fliggetlen alrendszerek dllapotdsszegei Osszeszorzédnak. (11.40) és (I1.41) szerint
ez a szabad energiak és az entrépidk additivitasat jelenti.

Térjliink vissza az eredeti A rendszerhez! Az egyes allapotok energidja nyilvan
fligg A térfogatatél. (—O0E;/0V ), szemléletes jelentése az egységnyi feliiletre haté
er0, tehat az i-edik allapotbeli nyomds. Az dtlagos nyomas a varhaté érték definicidja

szerint
1
p=72 (-
7

oFE, oln~Z
S e P = kpT :
aV>Ne & < oV )B,N
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A szabadenergiaval kifejezve:

OF
b (W)T,N' (IT.42)

(I1.41) és (I1.42) alapjén felirhatjuk tetszéleges makroszkopikus rendszer szabad
energidjanak megvéltozasat (ha N allandd):

dF = —SdT — pdV. (IL.43)

Ez a szabad energidval mint termodinamikai potenciallal felirt fundamentélis egyenlet.
(I1.43) levezethetd F' teljes megvaltozasabdl is:

dF =dE —TdS — SdT.

dE-t (11.26)-bol kifejezve és behelyettesitve, ismét (I1.43)-at kapjuk.

A kanonikus sokasaggal leirhatd, tehat hétartallyal egyensulyban 1évé rendsze-
rek szempontjabdl az alapvetd mennyiség a Z allapotosszeg. Ennek ismeretében a p
eloszlasfiiggvény és a szabad energia, valamint az Osszes egyensilyi mennyiség mar
kiszamithato.

Konkrét példaként most is a kornyezetével termikus kapcsolatban 1évo klasszikus
idedlis gazt, ill. az oszcillator rendszert vizsgaljuk. Idealis gazra:

1 3N pg
: =

A kitevé fiiggetlen q-tdl, ezért a q szerinti integralds kénnyen elvégezhetd, s VN
tényezot ad. A p szerinti integral szorzattd esik szét. Az

o0

/ e_“"”2da: = \/E
a

— 00

Osszefliggést felhasznalva:

VN 3N
7 = W\/ 27kaBT .

A szabad energia:

3
2
F(T7V7N):—NkBT{glnT-l—ln%—l—ln%}_
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Az oszcillatorokra:

1 N p2 N 1
— i 2 2
= ~ /exp (—ﬁ oy 16} ;:1 5w qi) dqdp.

=1

Mind a q, mind a p szerinti integral szorzatta esik szét, s

N N
1 N [2nkgT kgT
Z = h_N \ 27ka?BT B = < B ) 3

mw? hw

hw
F=NkgTIln ——.
BEMT

A kvantummechanikai leirasban:
o1 .
ej:hw(]+§>, 7=0,1,2,....

Az allapotok nem degenerdltak, ezért az egyrészecske allapotosszeg:

& ) e*,é’ﬁw/Q 1
7, = e—ﬁhw/Q Ze—ﬁhwj _ _ )
1—e B 2sh(Bhw/2)

=0

A fiiggetlenség miatt:

—-N
Z=2N= [2sh (ﬂhTw)} ,

hw
= et oo ()]

A Bhw > 1 esetében sh (fhw/2) ~ Bhw/2, és visszakapjuk Z és F klasszikus kifeje-
z6sét.

I1.7. A nagykanonikus sokasag

A nagykanonikus sokasdg olyan rendszerek leirdsara alkalmas, melyek kornye-
zetiikkel valé kapcsolata nemcsak energiacserét, hanem részecskecserét is megenged.
A kornyezet joval tobb részecskét tartalmaz, mint maga a rendszer, ami azt jelenti,
hogy kémiai potencidlja gyakorlatilag allando, s egyensilyban ezt az értéket veszi fel
a rendszer kémiai potencidlja is. A kornyezet ebben az esetben un. részecsketar-
taly. Képzeljiink el tehat egy makroszkopikus rendszert (A-t), mely egy nédla sokkal
nagyobb hé- és részecsketartallyal van kapcsolatban (A’-vel), és a kett6 egyiittesen
zartnak tekintheto.
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A/

E, N'
E, N EO, O, NO

T, p

ho- és részecsketartily

A-t elég nagynak kell valasztani ahhoz, hogy a kolcsonhatasi energia elhanyagolhatd
legyen. Ekkor a zartsdg miatt:

EO=fg4+FE, NO=N4+N.

A energidja és részecskeszama nyilvan nagy valdsziniiséggel sokkal kisebb, mint az
A’-ho6z tartozé mennyiségek:

E<E ~EY%  N«N=~NO. (I1.44)

A sokasdg megadédsahoz most is meg kell hatdroznunk annak p(i) valészintiségét, hogy
A az i-edik allapotban van.

Legyen az i-edik allapotban az energia E; és a részecskeszam N;. A’ ugyanekkor
Q(EO® - E;, NO — N;) killonboz6 allapottal rendelkezik. Az a priori egyenld valé-
szintiségek elve szerint a zart rendszer Osszes allapota egyforma valdsziniiséggel jon
létre, tehat

. YEO_E,NO N
Pl) = =0 o, NO)

(I1.45)

A kanonikus sokasagndl tapasztalt nehézségek miatt most is p(i) logaritmusét célszerii
sorbafejteni:

Oln Q' (E", N©)
OF'

OIn QY (E© N
a ON’

In p(i) = allandé —

%
E'=E(0)

Ni+.... (I1.46)
N’=N(0)

A hé- és részecsketartaly tulajdonsdgai miatt E(O) ~ E’ és NO© ~ N’  ezért E;
egytitthatdja éppen 3, és N; egyiitthatéja «, vagyis

p(i) = Ce PEi—alNi
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C-t abbdl a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy > p(i) = 1 (i végigfut az Osszes dllapo-

ton):
. 1 —BE;—aN;
p(i) = e PRimati (I1.47)

ahol Z az Un. nagykanonikus allapotosszeg:

Z=) e BN (I1.48)
A (I1.47) és (I1.48) egyenletek definidljak a nagykanonikus sokasigot.

Erdemes kiiloén f5lirni Z-t a kvantum- és a klasszikus fizikdban. Mindkét esetben
fiigg az energia a térfogattol és a részecskeszamtol. Az édllapotokra vald Osszegzés
felbonthaté gy is, mint a rogzitett N-hez tartozé energiadllapotokra és azutan a ré-
szecskeszamra torténd osszegezés. Ezért kvantumosan:

Z=) > e AEVNIZuN] (11.49)

N:O n

illetve klasszikusan:

_ _ dpdq
_ BlE(q,p,V,N)—uN]
Z = Ngo/e 4P K NI (I1.50)

(p most is tetsz6leges lehet.) A nagykanonikus sokasigban is kifejezhet6k az atlagér-
tékek az allapotosszeggel:

— 1 0ln Z
- o—B(Ei—puN;) _ _
E Z % Eie ( T )V’a, (I1.51)
— 1 olnZ
N=—2) N PFEmmN) = ( ) : (I1.52)
Z - o V.8

Az energia és a részecskeszam fluktuaciéja ugyanolyan moédon kaphaté meg, mint
a kanonikus sokasdgban. Mindkét relativ szérds 1/+/f nagysdgrendii:
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AE E—FE)? 1 AN N — N)2 1
TS o e (11:55)

Ez azt jelenti, hogy termikus egyensiilyban az A rendszer energidja és részecskeszama
is gyakorlatilag dllandd, noha mindkét mennyiség cseréjére lehetéség van. Igy ismét
ahhoz a felismeréshez jutottunk, hogy makroszkopikus rendszerek egyensiilyi leirdsa
szempontjabdl az eddig megismert sokasagok egyenértékiiek. Az A rendszer tehat a
kanonikus és a mikrokanonikus sokasdg segitségével is jellemezheto. Az utobbi eset-
ben példaul a rendszer energidja és részecskeszama adott: E és N. Ilyenkor (I1.51)
és (I1.52) tovabbra is érvényes, de az atlagos energidnak és részecskeszamnak sziikség
szerint az elére rogzitett F-nek és N-nek kell lennie.

Eddig nem beszéltiink az A rendszer hémérsékletérol és kémiai potencialjardl.
Ha A 6nmagaval mar egyensilyba keriilt, de a hétartallyal még nem, kozelitoleg E
energiaju és N részecskeszamu zart rendszernek tekintheto, amelyre a hémérsékletet
és a kémiai potencialt igy definialjuk:

_ 0lnQ(E,N)
Pa=—7p (I1.54)
_ 0lnQ(E,N)

Az A és A’ kozotti egyensily akkor kovetkezik be, ha E = E, ill. N = N, s ekkor
BA = ﬂ, ill. ap = Q.

A (I1.47) eloszlasfiiggvény valamivel dltalanosabb esetben is megkaphat6. p(7)
levezetésében csak ott hasznaltuk ki az A rendszer makroszkopikus voltat, hogy a
kolesonhatasi energia elhanyagolhaté. Amennyiben A nem makroszkopikus rendszer,
de tovdbbra is igaz, hogy a kdolcsonhatési energia kicsi és (I1.44) is fenndll, akkor
In p-ra ismét a (11.46) Gsszefiiggést kapjuk, s ebbdl (11.47)-et és (11.48)-at. Ilyenkor a
szabadsagi fokok szama az A rendszerben nem nagy, ezért a relativ szords sem lesz
kicsi, tehat a kiilonboz6 sokasagokkal torténd leiras sem ekvivalens mikroszkopikus
testekre. (I1.47) példdul alkalmazhat6 az ideélis gaz egyetlen atomjéra is.

I1.8. A nagykanonikus potencial és a fundamentalis egyenlet

Annak P(E,N) valésziniisége, hogy az A rendszer E energiaji és N részecske-
szadmu &dllapotban legyen, p(i)-nek Q(E, N)-szerese, tehat

P(E,N) = %Q(E,N)e‘ﬁE—aN, (I1.56)
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(IL.56) a > P(E,N) = 1 normalasi feltételt is teljesiti. Q(FE, N) makroszkopikus
N.E

esetben nemcsak E-nek, hanem N-nek is gyorsan névekvo fiiggvénye, ezért P(E, N)-
nek, a kanonikus sokasdgndl konkrétan megvizsgalt esethez hasonléan (1. (I1.37)), éles
maximuma van E és N koriil AE és AN szérassal (AEF < E,AN < N).

Irjuk at az allapotosszeget is energia, ill. részecskeszam szerinti Osszegezésre:

Z=>Y Q(E,N)e FN, (IL.57)
N,E

Az 6sszegezend6 fliggvény éppen P(E, N), ezért a maximum koriilli AE, AN interval-
lumban kozelitoleg allandonak tekintheto, ezen kiviil pedig zérusnak. Altaldnositsuk
az allapotstiriiséget igy:

Q(E,N)=w(E,N)0EJN,

ha 6F < E,0N < N. Ezt folhasznalva

Z = w(E, N)AEANe PE—oN,

InZ =In |w(E, NJAEAN| — BE — aN.

A TII. posztuldtum alapjén E = E és N = N. (I1.24)-hez teljesen hasonl6éan bizo-
nyithaté be, hogy az entrépia definicidja d N-t6l is fliggetlen. Ezért

_ _ 1—
kplnZ =S(E,V,N)— —F +

N. 11.58
= (IL.58)

NI=

A ® nagykanonikus potencial termodinamikai definiciéja:
b=F—-TS— uN. (I1.59)
Ennek megfeleléen
b =—kgTInZ. (I1.60)

Z a hémérséklettol, térfogattdl és a kémiai potencidltol fligg, ezért ® természetes
valtozéi is T,V és u. Az allapotosszeg ismeretében tehat a rendszer termodinamikai
potencialja is meghatdrozhaté. Z-vel az entrdpia is kifejezhetd, hiszen (I11.51-52) és
(I1.58) felhasznéldsaval:

1 1 1 InZ InZ
S:——@+—E—ﬁN:kBan——<an ) +ﬁ(6n ) . (IL61)
a,V T E.B

T T T T op oo
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Az entrépia additivitdsa ugyanigy bizonyithatd, mint kanonikus sokasag esetén. A
fundamentélis egyenletet most ® teljes megvéltozasabol vezetjiik le. (11.59)-bol:

d®d = dF — TdS — SdT — udN — Ndp.

(I1.26) szerint:
dE =TdS — pdV + pdN.

Ezzel
d® = —SdT — pdV — Ndpu. (I1.62)

(I1.62) is az allapotjelz6k kozotti kapesolatot adja meg fiiggetleniil attél, hogy milyen
modon érte el a rendszer az egyensulyi allapotot. A fundamentalis egyenlet természe-
tesen a statisztikus fizikai definiciékbdl is meghatarozhaté. A nyomasra, a kanonikus
sokasagban bevezetett definicidjahoz hasonléan

1 (omz\ (0%
P=5\ov ), \av),,
adédik. (I1.61) meglehet&sen hosszadalmas dtalakitasival:
0P
()
o )y,

(Ki kell haszndlni, hogy a mésodik tagban « értéke az dllandd, tehat kpda = —du/T+
pd(1/T) = 0.) (I1.52)-t &tirva:

N—_ (3_‘1’)
op TV

Az utébbi harom egyenlet éppen (I1.62)-t jelenti.
Példaként a klasszikus idedlis gaz esetét vizsgaljuk.

Dp; dqdp

> pj dqdp > sun VYN 3N
=D /exp B o | wpew = 22 " Fgaw V2mmksT
N=0 N=0

N
VePr\2mmkpT
( ¢ hﬂm B ) = exp (%eﬁ“\/%nkaTg).

N=0

A ® potencial:

Vv 3
O(T,V, 1) = —kBTﬁeﬁ”\&mkaT .
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I11.9. A T-p sokasag

A T — p sokasag segitségével olyan rendszerek irhatok le, melyeknek kornyezetiik-
kel val6 kapcsolata energia- és térfogatvaltozast enged meg. A kornyezet rendszerint
olyan nagy, hogy nyomasa allandénak tekinthet6. Egyensilyban ezt a nyomast veszi
fol a rendszer is. A kornyezet ilyenkor Uin. nyomastartaly. Képzeljink el egy mak-
roszkopikus rendszert (A-t), mely egy héatereszté dugattyun keresztiil a nala sokkal
nagyobb ho- és nyomastartallyal (A’-vel) van kapcsolatban, és a kett6 egytittesen zart
rendszert alkot.

A/

B,V
E,V EO 10 N

T,p

h6- és nyomastartaly

Ha a kolcsonhatasi energia elhanyagolhaté, akkor

EO=fg+FE, vO=-yvyv.
A energigja és térfogata nagy valdszinliséggel sokkal kisebb, mint az A’-hoz tartozéd
mennyiségek:

E<E~EY vV VO, (IL.63)

Most is annak a valdszintiségét keressiik, hogy az A rendszer az i-edik allapotban le-

gyen. Ehhez az allapothoz tartozzon E; energia és V; térfogat. Képzeljiik el egyelore

azt, hogy a térfogatot is olyan kis intervallumokra osztjuk, amelyeken beliil méréssel

nem tudunk kiilonbséget tenni. Legyen V; az egyik ilyen intervallumhoz tartozé érték.
Az a priori egyenld valdsziniiségek elvét folhasznalva:

QEO - E, VO 1)

Pli) = —gm o Vo) (I1.64)
Sorbafejtve:
Oln QY (E, V)
In p(i) = dllands — 2L K ) E;
6E E’:E<O)
Oln QY (EO©, v
_ OB, V) Vit.... (IL.65)
@V V=1 (0)
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Az A’ rendszer hé- és nyoméstartaly, ezért E©) ~ E' és N© ~ N'. E; egyiitthatéja
éppen [, (11.25) szerint pedig V; elétt Bp all. Ezért

1
pli) = e PEPh), (IL.66)

ahol a Y a T — p allapotoszeget jeloli:

Y =) e AEAV), (IL.67)

E; altalaban fiigg a térfogattol. Az allapotokra valo Gsszegezés most is felbonthaté az
energiaallapotok szerinti és a térfogat szerinti 6sszegezésre. Ez utobbi mind a kvan-
tum-, mind a klasszikus fizikaban integralként irhaté, ezért

Z e PE(V.N)+PV] g7 (I1.68)
0
illetve
T dqdp
BlE(aq,p,V)+pV] ¢dIP
Y = /dV/ LP, VTP NILT (I1.69)
0

A varhaté értékek most is kifejezhetOk az allapotosszeg logaritmikus derivaltjaival:

_ZEG P _<31HY) (IL69a)
o p/T, N ‘
— Vie BB +pVi) olny
_ P _(9lmY 1.
V-l (3 (11690)

7

A relativ szérasok nagysdgrendje 1/v/f. Ez ismét azt a felismerést tdmasztja ald,
hogy a sokasagok egyenértékiiek a makroszkopikus testek egyensilyi tulajdonsagai
szempontjabol.

A megismert négy alapveto sokasag tehat ekvivalens. Mindig azt valasztjuk majd
ki, amely matematikailag a legegyszeriibb leirast adja. Szamolasra rendszerint a nagy-
kanonikus, ill. a kanonikus sokasag a legalkalmasabb, a mikrokanonikusnak elvi je-
lent6sége van, a T' — p sokasag pedig a kisérletekben legtobbszor megvalésuld koriil-
ményeket (dllandé nyomads és homérséklet) valdsitja meg.
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(I1.64) abban az esetben is érvényes, ha A makroszkopikus, és hémérséklete, va-
lamint nyomasa nem azonos a hotartalyéval azért, mert az egyensuly nagyon lassan
all be. Az A rendszer ilyenkor kozelitéleg zartnak tekinthetd. Legyenek allapotjelzéi
E és V. Hémérsékletének és nyomasanak definicidja:

Ol QE,V)
A= (I1.70)
0l Q(E,V)
Papa = ——75 (IL.71)

Az E = E,ill. V = V értékek az A és A’ kozotti egyensilyt jelentik, s ilyenkor
ﬁA = ﬁa ill. rA =D.

I1.10. A Gibbs-potencial és a fundamentalis egyenlet

Az eddigiekhez hasonldéan, annak valdsziniisége, hogy a rendszer E energiaju és
V térfogatu allapotban legyen:

1
P(E,V) = O(E, V)e BEFPY), (IL.72)

Makroszkopikus testekre Q(E, V') E-nek és V-nek is gyorsan névekvé fiiggvénye, ezért
P(E,V)-nek éles maximuma van az E,V helyen, s szélessége AE, ill. AV (AE <
E, AV < V).

Irjuk at az allapotosszeget E és V' szerinti formalis Osszegzéssel:

Y =) QE,V)e FEPY), (IL.73)
E,V

Az 6sszegzendd fiiggvény P(E,V), ami a maximum koriili AE, AV intervallumban
kozelitoleg allandénak tekinthetd, ezen kiviil pedig zérusnak. Az

QE,)V)=w(E,V)ESV, IFE<K E, VKV,
allapotstiriiséget bevezetve:
Y = w(E,V)AEAVe PE+PY),

InY =Ilnw(E,V)AEAV — BE — (pV.

Makroszkopikus testekre E = E és V = V. Az entrépia definiciéjarél konnyen belét-
haté, hogy az dV-tdl sem fligg, igy
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kplnY = S(E,V,N) — %E - %V. (IL74)
A Gibbs-potencial termodinamikai definicigja:
G=E-TS+pV. (I1.75)
Ezzel
G =—kgTlhY. (I1.76)

Az Y allapotosszeg a homérséklettol, nyomastol és részecskeszamtol fiigg, ezért
G természetes valtozéi is T, p és N. Az éallapotosszeg ismeretében tehat a rendszer
Gibbs-potencidlja mar meghatiarozhaté. Ez a leggyakrabban hasznélt termodinamikai
potencidl, mert a kisérletekben el6fordulé kornyezetnek (7' és p dllandd) felel meg.
Az entrépia is kifejezheté Y-nal. (I1.74)-b6l (I1.69a-b) segitségével:

1 /0lnY p (O0lnY
S:klnY——( ) __( ) .
7 T\ 98 Jpyrn TNOWO)/gn

Az additivitas ugyanugy lathato be, mint a kanonikus sokasdg esetén. A fundamenta-
lis egyenlet levezetéséhez most is a potencidl megvéltozasat és (I11.26)-ot hasznéljuk:

dG = dE —TdS — SdT + pdV + Vdp, dE =TdS — pdV + udN,
tehat

dG = —SdT + VdP + pdN. (IL77)

Osszefoglalasként megallapithatjuk, hogy a termodinamikai potencidlok statiszti-
kus fizikai leszarmaztatasa sokkal természetesebb, mint a termodinamikdaban; minde-
gyik a megfelel6 allapotosszeg negativ logaritmusanak kpT-szerese. A sokasig termé-
szetes valtozoi egyben a potencial véaltozéi is. A potencidlok derivdlasaval az Osszes
egyensulyi fizikai mennyiség megkaphatd, igy érthetd, hogy ezek a mennyiségek az
allapotosszeggel is kifejezhetok. Az allapotOsszeg azonban ennél tobb informéciét
tartalmaz, hiszen segitségével a szérasok is kiszamithatok.

A termodinamikai potencidlok egymas un. Legendre-transzformaltjai. Ez azt
jelenti, hogy az extenziv valtozdkat fokozatosan intenzivekre cseréljiik fol. Konnyt
belatni, hogy mindharom extenziv mennyiség intenzivre cserélése azonosan nulla po-
tencialhoz vezet, ezért nincsen T'— p — p sokasdg. A most megismert négy alapvetd
sokasagon kiviil még masok is leszarmaztathaték, ugyanazzal a modszerrel, mint az
eddigiek. Ezek koziil azok a jelentosek, melyek az elektromos és magneses rendszerek
leirasara alkalmasak.
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A T — p sokasig alkalmazasara példaként most is a klasszikus idedlis gazt vizs-
géljuk. (11.69) szerint:

o0 3N 9 oo 3N
j dqd 2mmkpgT
Y = /dV/eXp AP Dy pv i R /dVe—f’pVVN—m7T B

2m N!hp3N NI p3N

0 J=1 0

3N 3N
_ V2mrkgT ™ T'(N +1) (hpT)V+1 ~ Vv2mm (kBT)5N/2.
NI }3N pN+1 B3N pN
Felhasznéltuk az -
n _—ax F(n + 1)

/(13 e Cl.ﬁl]’ = W
0

Osszefiiggést. A Gibbs-potencial:

3.5/2
V2
G(T,p,N) = —kpTN (glnT —lnp+ 1nm+kf‘> .

I1.11. A statisztikus fizika kvantummechanikai megalapozasa

Lattuk, hogy a kiilonboz6 sokasagok segitségével kvantummechanikai rendszerek
is leirhaték. Az eddigiekben a rendszer allapotat az energia és a vele egyidejlileg
mérheté mennyiségek kvantumszamaival, ill. az ehhez tartozo sajatfiiggvénnyel jelle-
meztik. Mostani targyaldasunkban megvizsgaljuk azt is, hogy mas reprezentaciékban
hogyan jarhatunk el. Az els6édleges kérdés azonban az lesz, hogy a statisztikus fizikai
leirasmod miként illeszthetd bele a kvantummechanika fogalomkorébe.

Elészor vizsgaljunk olyan rendszert, mely leirhaté allapotfiiggvénnyel. (Latni
fogjuk, hogy ez nem minden esetben teljesiill) Tudjuk, hogy egy f(x) operdtorral
jellemzett fizikai mennyiség kvantummechanikai véarhaté értéke a ®;(x) normalt &lla-
potban:

(f) = / &2 (x) f; (x)dx. (IL78)

(N részecskét tartalmazé rendszer esetén x 3N-dimenziés vektor.) A tovabbiakban
a fenti Osszefiiggést formalisan atalakitjuk. Vezessiik be a

p(x,%') = B} (x) ;i (x) (IL79)

jelolést. p(x,x’) folytonos index{i matrix, diagonalis elemei annak a valdszinliségsti-
riiségét adjik meg, hogy az x-szel jellemzett helyen vannak a részecskék: p(x,x) =
|i(x)|2.
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A p mennyiséget ezért stiriiségmatrixnak nevezik. f vérhaté értéke igy irhato:
(f) = / [fp(x,xl)} dx. (I1.80)

A jelélés azt fejezi ki, hogy f p-nak csak az z-t6l fiiggd részére (jelen esetben ®;(x)-re)
hat, s ezutén vessziik az 2’ = x helyettesitési értéket.
®; 1-re normalt. Ez a definici6 szerint azt jelenti, hogy

/p(x, x)dx =1, (I1.81)

ami a val6szinliségi jelentéssel is Osszhangban van. (I1.79) alapjan az is latszik, hogy
p hermitikus:

§ (5, %) = pl(x', ). (I1.82)
Térjiink at masik reprezentaciora! ®;-t kifejtjiik a {1, } teljes, ortonormalt fiigg-

vényrendszer szerint, mely altaldban valamilyen fizikai mennyiség operatordnak sa-
jatfiggvény—rendszere:

Oi(x) =Y anthp(x),  ap= / d; (%) (x)dx. (I1.83)

n

A (IL.78) varhaté érték igy irhato:
=Y ak,an / Ui (X) fon(x)dx =Y ahanfmn = Y pumfun,  (11.84)
hiszen a slirtiségméatrix alakja ebben a reprezentaciéban:
/w p(x, X" )by, (x")dxdx’

= /@Z(x)w (x )dx/@f(x')wm(x’)dxl =ay, an. (I1.85)

Pnn annak a valészinusége, hogy a rendszer az n-nel jelolt dllapotban van. A normalt-
saghol

> pun=1 (IL.86)

kovetkezik. A pp., matrix is hermitikus:
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Prim = Pmn- (11.87)

Eredménytinket reprezentaciotol fliggetlen alakra hozhatjuk, ha bevezetjiik a Dirac-
féle jelolést:

p = i), (IL.88)
illetve
(f) = Sp{pf}. (I1.89)

A spur definiciéja:

spfa} =) _(ilaly),

J

ahol |7) tetsz6leges ortonormaélt és teljes rendszer. A definiciékbdl leolvashatd, hogy

p(X, XI) = <X\ﬁ’X'>; Pnm = <n|/3|m>7

és az is, hogy (I1.80) az |x) koordinata-sajatfiiggvények, (I1.84) pedig az |n) sajatfiigg-
vények szerinti spur-kifejtésnek felel meg.

Latjuk tehat, hogy a hullamfiiggvényekkel leirhaté rendszerek egyértelmiien jel-
lemezhetok a p slirtiségoperatorral is, hiszen p ismeretében mind a varhatéértékek,
mind a valdszintiségeloszlasok meghatarozhatok.

Ezutan ratériink arra a statisztikus fizika szempontjabol sokkal fontosabb esetre,
amikor nem a teljes rendszert, hanem annak csak egy alrendszerét kivanjuk vizsgalni.
Be fogjuk latni, hogy az alrendszer nem mindig irhato le hullamfiiggvénnyel.

Jelolje x az alrendszer koordinatéit, q pedig a teljes rendszer tobbi koordinatajat!
A teljes rendszer i-vel jelolt dllapotédban, a ®;(q,x) hulldmfiiggvény ismeretében az
alrendszer egy f (x) operatoranak atlagértéke igy fejezhetd ki:

(1) = [ ®iaxfei(a,x)dadx
A stirtiségmatrix definiciéja:
plxx) = [ ®i(a,x)0i(a x)da (11.90)

p csak x-tél és x’-tél fligg, tehat kizardlag az alrendszerre jellemz6 mennyiség. p(x,x)
most az alrendszer részecskéire vonatkozé valdszintiségstiriiség. A varhatéérték ugyan-
ugy fejezhetd ki, mint (I1.80)-ban:
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(f) = / [fp(x,X’)L:x, dx. (11.91)
¥, 1-re normaltsiagdabdl a (I11.90) definicié alapjdn régton kovetkezik, hogy
/p(x, x)dx = 1. (I1.92)
Természetesen a hermitikussag is fennall:
p*(x,x") = p(x', x). (11.93)

Ma3s reprezentaciéban is megkapjuk p alakjat, ha a (I1.85) kifejezést hasznéljuk.
Irjuk fel el6szor a koordinatatérbeli stirtiségmatrixot 1, és 1, szerint haladd kettos
sor alakjaban:

p(x, X/) = Z Prm W, (X )hn (%), (11.94)

ahol

Prm = / W7 () (3%, 3 Yo ()l (11.95)

definicié szerint p ezen reprezentacidbeli alakja. (I1.94)-et (I1.91)-be helyettesitve:

<f> = anm/w:nfwndx = anmfmna

n,m

(I1.84)-gyel teljes 6sszhangban. A normaltsag és a hermitikussidg most is fennall:

> pn =1, (I1.96)

Prim = Pmn- (11.97)

Ebben a levezetésben sem hasznéltuk ki a reprezentacié konkrét alakjat, s igy
eredményeink altalanosak. A Dirac-jelolést hasznalva:
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p=_pijli){il, (11.98)
,]

(f) =Sp{pf}. (11.99)

(I1.99) is azt mutatja, hogy a varhaté érték fliggetlen a reprezentacidtol.

Lattuk, hogy siirtiségmatrix ismeretében a fizikai mennyiségek varhato értéke
mar kiszamithato, s az alrendszer valdszintiségeloszlasa is adott. Ezért tehat, ha az
alrendszert akarjuk jellemezni, (s nem rendelheté hozza hullamfiiggvény), akkor a
hullamfiiggvény szerepét a stirtiségmatrix veszi at. A kvantummechanikai leirasmaéd
legaltalanosabb formaja a strliségmatrixszal torténo leiras.

Vizsgéljuk meg, mikor rendelhetd az alrendszerhez hullamfiiggvény! Tegyiik fol,
hogy ®; ilyen alaku:

®i(aq,x) = p(a)¥(x), (11.100)

/ p(@)?dq = 1.

ploxx) = [ & (@ (<)ol ) da = 0 (< ().

és ©(q) 1-re normélt:

(I1.90) szerint ekkor

Ez ugyanolyan alakid, mint (I1.79), tehat az alrendszer is leirhat6 hullamfiiggvénnyel.
Ugyanebben az esetben (I1.95) szerint

Prm = Gy G (I1.101)

(most a,, = [ P(x)1}:(x)dx, és Z lan,|? = 1). Képezziik p négyzetét!

2 * * * 2 *
Jum = Y PrkPrm = D Qjanaar = a5an Y |ax|* = al,an,
k k k

tehat

7=
Megmutathaté, hogy ez a feltétel elégséges is. Ha tehat nem igaz, hogy p? = p, akkor
az alrendszer biztosan nem irhaté le hullamfiiggvénnyel.

Konkrét példaként szdmoljuk ki N kolesonhatds mentes, 1/2 spinii részecské-
bol allé rendszerben egy részecske strliségoperatorat! Tudjuk, hogy ilyenkor a teljes
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hullamfiiggvény az ortonormalt egyrészecske hullamfiiggvények szorzatainak linearis
kombinacidja. Legyen j a megfelel6 egyrészecske kvantumszam, és jelolje q = (r, s)
egy részecske koordinatait, ahol s jelenti a spint. Az egyrészecske hullamfiiggvény
ilyen alaku:

P(jla;) = @(jli) = @, 1) 0m., (si),
vagyis a hely és spin szerint szorzatra esik szét. n a szokdsos spinfiiggvény: 1, (s) =

Om.s, s ms = £1,5 = £1.
A Pauli-elv szerint a teljes hullamfiiggvény Slater-determindnsként irhato fol:

BUL) o B(UN)

Y= R S (~DP@(1]ar) .. ©(N]a)

== .. . 1 N

! : V/__
BN ... BOVIN) (o
1 P

= 75 {2}—1) B(cn|1)... B(an|N). (11.102)
Itt {a} jelenti az 1,2,..., N szdmokbdl permutdciéval kapott i, ..., an szdmsoro-

zatot. P, a permutacié parossaga: megadja, hany cserével lehet eljutni az 1,2... N
szdmsorozatbdl az {a}-hoz.
Megmutatjuk, hogy v igy 1-re normalt:

/w*wdql...qu _ 1,

+1
ahol [dq; = [d®r; ). stb. Ugyanis,

81:71

[vrvdarcdax =5 S [P0 @)@ ax V)
{a}{ﬁ}
B(BiN)... d(By|N)das . . . dqy

1
- NI Z (_1)Pa(_1)Pﬂ6a1ﬁ1 - laypy =1
{a}{B}

Felhasznéltuk, hogy a ®(i|q;) fliggvények ortonorméltak. A Kronecker-deltdk miatt
az {a} sorozat azonos a {(}-val, s igy P, = Pg. A megmaradd > 1 Osszeg éppen N/,
{a}
mert az N szamnak ennyi lehetséges elrendezése van. A norméltsidg tehat teljestil.
A kovetkez6 targyalds szempontjabdl az egyszertibb jelolésmoédot az jelenti, ha az

alrendszer fent definidlt p(x,x’) slirliségmatrixa helyett annak konjugaltjat tekintjik

60



striségmatrixnak, tehdt ha a p* — p helyettesitéssel éliink. Ezt figyelembe véve,
(I1.90) alapjan az egyrészecske stirtiségmatrix (x = qq):

p1(x, %) :/¢*(X,QQ,...,qN)w(x',qg,...,qN)dqg...qN
1 *

=<1 O (D DO (@fx)B(B1 X )dauss - San -
“{a}{B}

{a} és {B} ugyanazokat a szdmokat tartalmazzak, ezért abbdl, hogy as = (o, ...,
an = [y, mar kovetkezik, hogy oy = (81. Ekkor P, = Pg, és

1 .
pr(x,x) = 77 > 2" (calx)@(aulx).
“{a}

Minden rogzitett a1-hez a tébbi szam (N —1)! permutéciéja tartozik, de oy tetszbleges
lehet, ezért
| N
prx,x) = = 30 @ (i@
i=1
Mas alakban: "
AN K3 X[ - 1/
pl(X,X ) - Z N(I) (2’X)q)(Z’X )7
3
ahol n; az i-edik allapotban 1évo részecskék szama, n; = 0 vagy 1. Az Gsszegzés most
az Osszes lehetséges éllapotra kiterjed. Erdemes megjegyezniink, hogy p; = n;/N
jelenti annak a valdsziniiségét, hogy egy részecske az i-edik allapotban van. p;-ben
az Osszes egyrészecske hullamfiiggvény szerepel, tehat az egyetlen részecskébol allé
alrendszer nem irhaté le hullamfiiggvénnyel. Abban az esetben, ha a

Y =®(1|1)®(2]2) ... ®(N|N)

allapotot hasznaltuk volna, tehat, ha nem vettiik volna figyelembe a részecskék kvan-
tummechanikai azonossagabdl ered6 kovetelményt, a

pr(x,x’) = ©*(1x)2(1]x')

stirliségmatrixot kaptuk volna, (I1.100)-nak megfelelGen. ) megkiilénboztethets sza-
bad részecskéket ir le. Altaldnosan is igaz, hogy megkiilonboztetheto és fiiggetlen
alrendszerek esetén az alrendszerhez mindig rendelhet6 hullamfiiggvény. Azt latjuk
tehat, hogy a szabad elektronokat tartalmazoé rendszerben egy részecske nem irhaté
le csak stirliségmatrixszal, s ez a megkiilonboztethetetlenség kovetkezménye.

Az eddigiekben csak azt vizsgaltuk, hogy a teljes rendszer adott ®; allapotaban
mekkora az (f) varhat6 érték, tehat csak a kvantummechanika természetébdl adédéd
atlagolast végeztiik el. Térjiink at most a statisztikus fizikai leirdasmodral

Tudjuk, hogy gyakorlatilag kivihetetleniil sokaig kellene mérni ahhoz, hogy egy
makroszkopikus test energianivoit pontosan meghatarozzuk, tehat ahhoz, hogy a
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rendszer kvantumszamait megismerjiik. Ezért zart rendszerek esetén nincs elég infor-
macionk ahhoz, hogy ismerjiik az allapotfiiggvényt, csak azt tudjuk, hogy az egyes
paraméterek milyen intervallumba esnek. Igy a statisztikus fizikai leirasban, zart
rendszerek esetén sem hasznalhatunk hullamfliiggvényt, a stirtiségmatrixot kell alkal-
mazni.

Makroszkopikus kvantummechanikai rendszereket is sokasdggal {frunk le. Ennek
elemei mindazok a testek, melyek hullamfliiggvénye 6sszefér a rendszerrdl valé informé-
ciénkkal. A statisztikus fizikai atlagolas ezek utan gy torténik, hogy minden egyes
lehetséges allapotban kiszamoljuk az adott mennyiség kvantummechanikai varhaté
értékét, s ezutan ezt még a sokasagra is atlagoljuk.

Konkrétan: az
— Z Pmn fnm

osszegben p,,, fiigg a teljes rendszer ®; allapotatol, de f,.,,, nem, mert az csak az n
és m allapotokat tartalmazza. Ez az (f) tehat a sokasdg egy eleméhez tartozo6 érték.
A sokasagra vett atlag formalisan igy irhato:

()= Prnfom = SP{Af}. (I1.103)

Ebbdl leolvashatd, hogy a sokasaggal torténd szamoléskor a

ng;zkamg) = Pmn (I1.104)

stiriségmatrixot kell haszndlni. Nyilvan az 4j p is felirhaté a (11.95) kifejezéssel, s
ebbél kovetkezik, hogy altalanos alakja most is (I1.98):

[)(sokasdg) Z (Sokasag) ’L|

A tovabbiakban a (sokasdg) indexet elhagyjuk, hiszen 1igyis csak ezzel foglalkozunk.
Tegytik f6l, hogy a p operdtort sikeriilt diagonizalni az |i) ortonormalt fiiggvény-
rendszerrel. A Dirac-jeloléssel ekkor

p= Z i) P (i] (I1.105)

irhat6. A P, szam szemléletes jelentését az

(fy =sp{pf} =D _GIDP(lfli) = ZP ilfi)

1,7

Osszefliggésbol lehet leolvasni. P; annak a valdszintisége, hogy a rendszer az i-vel je-
161t allapotban legyen. Az egyes sokasdgokban P; értékeit mér ismerjiik, legaldbbis
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abban az esetben, amikor az energia sajatértékeivel lehet szamolni matrixelemei he-
lyett, tehat, amikor energia-reprezentacioban vagyunk. Ennek megfeleloen az egyes
sokasagok stiriiségmatrixai:

Mikrokanonikus sokasag:

>
Il

, 1 ,
(EgEiéEME)

Az Q(E,)F) éllapotszamot (I11.3) hatarozza meg.
Kanonikus sokasag:

ﬁ=zi:|i> ~ <i|:2¢:|i> —— (il = e ™, (I1.107)

hiszen az egyes mennyiségek matrixelemei azonosak. Z-t (I1.31)-gyel definidljuk:
Z = Ze_ﬁEi = Sp{e"gﬂ} .
i

Nagykanonikus sokasag;:
e*ﬁEi*&Ni 6767:[701]\7

= liy—g—lil=—5—.  Z=%p {e—ﬁﬂ—aﬁ} (IL.108)

(N a részecskeszam operétora).
T-p sokasag:

e—B(Ei—pVi) e—B(H+pV)

e R S S

Azonos részecskékbol allo rendszer esetén természetesen csak a megfelel6 szimmetri-
aval rendelkez6 allapotok valésulhatnak meg, s {|i)} ezt a fiiggvényrendszert jelenti.
Erdemes felirni az entrépia legaltalanosabb definiciéjat:

S = —kpSp{pInp} = —kpln p. (I11.110)

Ez visszaadja az eredeti meghatdrozast is, hiszen (I1.106) szerint

S = —kg Z Q(1E> In Q(IE) — kpInQ(E).
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Felhasznéltuk, hogy Q(E) fiiggetlen i-t&él. (I1.110) a kanonikus sokasag p operatoraval
is ismert Osszefliggésre vezet:

S:—kBZ oI —

(3

( ):kBan+kBZZﬁEie BE;

— F FE
= kBan—{-kBﬁE = —T + T
Hasonlé gondolatmenet alkalmazhaté a tobbi sokasag esetén is.

A fenti entrépia—definiciéban nem hasznaltuk ki, hogy a rendszer egyenstulyban
van, és azt sem, hogy makroszkopikus. A (I1.110)-zel definidlt S valtozdsan tanulma-
nyozhatok az egyensily beallasaval kapcsolatos problémak is.

Térjiink még vissza a sokasag felirasanak kérdéséhez! Tekintsiink egy rendszert,
melyben az F' fizikai mennyiségrol tudjuk, hogy értéke Fy és Fy + 0 F kozé esik, és
tegyiik fol, hogy a tobbi paramétert pontosan ismerjiik. Jeloljiik az F' operétor sajat-
fliggvényeit ug-val )

Fu(q) = Fru(a).

Képezziik a kovetkezo ¢ fliggvényt:
/
Y=Y arur(q),
k

ahol az Osszegezés a megengedett § F' bizonytalansagon beliil torténik. Az aj egyiitt-
hatoktdl fiiggben nagyon sok ilyen fliggvény létezik. Rogzitsiink egy algm) = r,(cm)eiq)im

sorozatot, mely a 1, fliggvényt allitja elo:
L (m) i)
Y = e ug(q).
k

Ebbdl az a priori egyenld valdszintiségek elvét felhasznélva:

P * (M) _ g (m)
Pkl = ara; Zal(m) a/(fm) _ Zrl(m)Tém)ez({)k (™))
m m

alaki, ami csak akkor lesz 6sszhangban azzal, hogy a stiriiségmatrix diagonélis (1. pl.

(I1.106)), ha feltessziik, hogy a <I>,(€m) fazis minden értéket felvehet, s igy ei(@" —2™)
atlaga nulla lesz, ha k # [. Ez a feltevés az in. véletlen fazisok elve. Ahhoz tehat,
hogy a sokasagok mar ismert eloszlasat visszakapjuk, a kvantummechanikaban egy
tjabb posztuldtumra is sziikkség van.

Azt latjuk tehat, hogy az eddigi formalizmusbd6l semmi sem médosul, csak a
kvantummechanika nyelvén torténd altalanos leirashoz a stiriségmatrix fogalmat kell
hasznalni, s még egy posztulatum bevezetése sziikséges.
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I1.12. Korrelacios fiiggvények

A kiilonb6z6 rendszerek, de elsésorban a koélcsonhato rendszerek leirasaban nagy
szerepe van az un. korrelacios fiiggvényeknek. Most a parkorrelacios fiiggvényt defi-
nialjuk, azonos részecskékbol allé rendszerre. A P(qq,q2) parkorreldciés fliggvény je-
lentése a kovetkez6: ha valamelyik részecske az rq helyen s; spinnel taldlhaté (vagyis:
koordinataja qi = {ri,s1}), akkor P(qi,q2) annak a val6szintisége, hogy valame-
lyik masik részecske az ro helyen legyen so spinnel (vagyis qa = {rs, s} koordinatai
legyenek).

Abban az esetben, ha az egész rendszer leirhaté hullamfiiggvénnyel (ez csak a
T = 0 hémérsékleten lehetséges):

P(q1,92) = N(N — 1)/@(‘11#12; ..., an)|*dqs ... day (IL.111)

(/dqiz/d%i;).

[1¥(ai,qz...q9n)|?dqgs . .. dqn ugyanis azt adja meg, hogy milyen valdszintiséggel
lesz a 2. indexl részecske a qo “helyen”, ha az 1. indexl a q; “helyen” van. A
részecskék azonban nem megkiilonboztethetok, ezért barmelyik két rogzitett index
esetén ugyanez az eredmény. Az els6 indexet N, a masodikat, melynek ettol kiilon-
bozének kell lennie, N — 1 féleképpen vélaszthatjuk ki. Igy (II.111)-hez jutunk.

A parkorreléaciés fiiggvény szoros kapcsolatban van a kétrészecske stirtiségmatrix-
szal. A kétrészecske stirtiségmatrixot ugy kapjuk, hogy alrendszernek két részecskét
tekintiink. A (I1.90) definicié szerint:

P(X1,X2;X/1,X/2) = /¢*(X17X2,Q37 cee >CIN)

X (x},%5,q3,...,9n)dqs - . . dqy. (I1.112)

(I1.111) és (I1.112) Gsszehasonlitdsabol:

P(qi,q2) = N(N — 1)p(q1,92;91,92), (I1.113)

tehat a parkorrelacios fliggvény a koordinata reprezentaciobeli kétrészecske stirtiség-
matrix diagonalis elemével aranyos. A spinekre Osszegezve:

P(ri,rp) = Z P(qi,q2) = N(N - 1) Z p(d1,92; 91, 92). (IL.114)

51,82 51,82
Vezessuk be a
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N
P(r,s;r',s') = Z O(r —1)dss,0(r" — ;)04 (IL.115)
ij=1
(i#3)

parkorrelacids operdtort. Kénnyen lathat6, hogy P(q,q’) nem mas, mint P kvantum-
mechanikai atlagértéke:

N
<P(r, s, s’)> = / Z Y O(r —13)0s,0(r" — )05, dqy ... dgy
ij=1
ton
- N(N - ]‘) / |77Z)(q7 qla qs, - - - ,QN)|2dQS s qu = P(I’, 55 I'/, Sl)‘ (11116)

A Dirac-delték és a hullamfiiggvény folcserélheto, ezért ezt is irhatjuk:
P(r,s;r',s") = /p(r>3§r/73/)|¢(Q1»-~~aCIN)|2d(l1--~dQN~ (IL.117)

A spinre Osszegzett parkorrelacids operator,

N
P(r,r') = ZP(I‘, s;r',s') = Z d(r —r;)o(r' —r;) (I1.118)
s,s’ 1,7=1
(i)

azt adja meg, hogy milyen valészintiséggel van részecske az r’ helyen, ha ugyanakkor
valamelyik mésik részecske az r helyen tartézkodik, és a részecskék spinje tetszdleges
lehet.

Erdemes bevezetni az s spinti részecskék stirtiségének n operatorat is (ami nem
azonos a stirtiségoperatorrall):

A(r,s) =Y 6(r —1i)bss,. (IL.119)

(A fenti 6szefliggés nemcsak kvantumosan érvényes, hiszen ez egyben az adott kon-
figurdciéhoz tartozé siiriiség klasszikus kifejezése is.) Az s spinii részecskék r helyen
mért striisége ezen n kvantummechanikai varhaté értéke, mert

N
(ifr.5)) = [ 320780 = xi)dus s . dan
=1

- ﬁ [ ot -ros..,
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= N/ lW(ai, ..., an)?dqs . .. day = n(r, s). (I1.120)
Az is leolvashaté, hogy
n(r,s) = Npi(r,s;r,s), (I1.121)

ami azt mutatja, hogy a slirliség operatora az egyrészecske stirliségmatrix diagonalis
elemével ardnyos.
A teljes stirtiség operatorat ugy kapjuk, hogy a spinre 6sszegziink:

A(r) =Y ar,s) =Y dr—r;). (I1.122)
Az el6z0khoz hasonldéan belathatd, hogy ennek varhato értéke a stirtiség:

(n(r)) = n(r). (11.123)

A parkorrelacios operator és a siirtiség operatora nem filiggetlen egymastol. A
(I1.115) definicié ugyanis atirhaté igy:

N N
P(r,s;r',s') = Z O(r —13)dss,0(r" —1;)00s, — 25(1' —1;)0(r —1;)05s,04r5, -
ij=1 i=1
Mivel
N N
Z O(r —1;)0(r" —1;)0s5,0505, = O(r — 1') s Z d(r —r;)dss,,
=1 =1
P(r,s;r',s') = i(r, s)a(r',s") — a(r, s)0(r — r')dsq. (I1.124)

P(r,r") = a(r)n(r') — a(r)d(r —r'). (I1.125)

Ha a rendszer nem az abszolut zérus homérsékleten van, az egész rendszer nem
irhato le hullamfiiggvénnyel, csak stiriiségméatrixszal. A strliségmatrix hasznélata
éppen annak felel meg, hogy nemcsak kvantummechanikai, hanem a sokasagra vett
atlagolast is el kell végezni. Az elézoekben latott operatorok tulajdonsagai alapjan
a T # 0 esetben a definicidkat gy altalanositjuk, mint az operatoroknak a teljes
rendszer striiségmatrixaval vett atlagat.
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Kanonikus sokasdgban a teljes rendszer slirtiségmatrixanak energia—sajatfiiggvé-
nyekkel kifejezett alakja (I1.107) szerint:

plar, - an;di, - dy) = Y Pati(an, - an)¥a(dl, - dly), (11.126)
e_ﬁEn ~
Pn - ’ n — LnWPn.
. Hi = Bt

Tetszoleges fizikai mennyiség atlaga:

—_ ~

(f) =Sp{fp} = /[fp(q, d)lq=q’da

(a={qi...qn}). Mivel a P-ban szerepls Dirac-delték és a hulldmfiiggvények felcse-
rélhetok, a parkorrelacids fliggvény igy irhato:

P(er) = (P(e.)) = [ P(er)ola a)da
= /P(r,r’)F(rl,...,rN)drl...drN, (I1.127)

ahol

F(ri...ry) = Z p(r1,81, -, TN,SN;T1,S1,---s TN, SN)- (I1.128)

Madsrészt viszont P-t behelyettesitve:

P(r,r') =N(N=1)) > Pultn(a.q’ s, .., qan)|’das . .. da. (I1.129)

n s,s’

A szummaézott mennyiség éppen a spinekre dtlagolt p(ry, ra; v, r)) kétrészecske siiri-
ségmétrix diagondlis eleme (r; = r, ro = r}) nem nulla hdmérsékleten, tehat (I1.114)
tovabbra is fennall.

(I1.128)-b6l leolvashatd, hogy F' szemléletes jelentése az, hogy milyen valdszi-
niséggel vannak az egyes részecskék az rq,...,ry helyeken. Ennek megfeleléen F
klasszikus kifejezése:

1 _BE(r dp
F(ry,...,ry) = Z/e BE( ’p)W' (I1.130)

A péarkorrelacids fiiggvényt a klasszikus esetben (I1.127) masodik egyenlete alapjan
kell szamolni, de a fenti F' segitségével.
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I1.13. A valaszfiiggvény

Gyakran el6fordul az az eset, hogy a vizsgalt rendszert valamilyen kiilsé térbe
helyezziik. A h(r) térrol feltessziik, hogy idében &llandé, a helytdl azonban termé-
szetesen fligg. Ha a rendszer Hamilton-fiiggvénye, ill. -operatora eredetileg H volt,
akkor a h(r) tér bekapcsoldsa utan igy médosul

Ho="H — /p(r)h(r)d3r, (I1.131)

ahol p(r) a kiils6 térhez konjugalt mennyiség az r helyen. A kvantummechanikai
leirdsban p(r) operator. Nézziink néhany példat! Kiilsé térbe helyezett toltott ré-
szecskék esetén h(r) a (r) potencidllal, p(r) az n(r) slirliség ellentettjével aranyos.
Maégneses rendszerben h-nak a H magneses térerdsség, p-nek az M mégnesezettség
felel meg, dielektrikumban pedig az E elektromos térerdsség, ill. a P polarizacios
vektor adott irdnyt komponense.

Amennyiben h-t dh(r) értékkel megvaltoztatjuk, nyilvan 4j egyensilyi helyzet
alakul ki, és a p mennyiség varhaté értéke is megvaltozik. Jeloljik ezt a valtozéast

dp(r)-rel. Az 4j Hamilton-fiiggvény, ill. -operator:
H' =Ho— /p(r)éh(r)dsr. (I1.132)

Kis dh esetén dp nyilvan linearisan fiigg dh-tdl, ez a kapcsolat azonban rendszerint
nem egyszeri aranyossag, hanem a kovetkezd Osszefiiggés:

dp(r) = /X(r, r')oh(r")d’r’. (I1.133)

A 6h valtozasra a rendszer a dp valtozassal “vélaszol”, ezért y-t valaszfiiggvénynek
szokas nevezni (de hasznélatos az dltaldnositott szuszceptibilitas elnevezés is).

Mind a kvantumos, mind a klasszikus esetben altalanos Osszefiiggés vezetheto
le a valaszfiiggvény, illetve a rendszer eredeti, Ho-hoz tartozo egyensilyi allapotara
jellemzo6 korrelacios fliggvény kozott. Ez annak az alapvetd tulajdonsagnak a folyo-
manya, hogy a rendszer szempontjabdl a fluktuicié kovetkeztében létrejovo, ill. a
kiils6 véltoztatast kifejezé dh(r)-nek ugyanaz a hatésa, s ezért a fluktudcidkra jellem-
z6 korrelacids fliggvény és a valaszfiiggvény nem fiiggetlen egymastél. A fent emlitett
altalanos Osszefiiggést most a klasszikus esetben vezetjiik le.

A fazistérbeli integralra, a kvantummechanikai analégia alapjan, érdemes a rovi-

N —
debb Sp jeldlést bevezetni (Sp = [] d3r;d3p;/h3N). dp(r) definicidja szerint:
i=1

(0)

p(r) =p(r) "+ dp(r)
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——(0
(p(r)( ' a Ho-lal képzett varhato érték.) Masrészt viszont:

o = Sp {p(r) exp [-B(Ho — [ p(r')5h(r")d’r’) ]}
Sp {exp [—6(Ho — [ p(r')éh(r)d?r")] }

Kis 6h(r) esetén (3 [ p(r')0h(r')d’r’ < 1, igy az ezen kifejezést tartalmazé exponen-
cialisok sorbafejthetok:

o) = P {p(r)e=To 4 =00 [ p(r)p(x')oh(r')dPr'}
PO = T Sp {e Ao + Be Ao [p(r/ ( NaEvy

A dh-ban elsoérendii tagokig

p(r) = +6/ r’ 5h NdPr’ ﬁ/ 6h( Nd3r'.

Ebbdl:

p(r’)(o)} Sh(t')dr'. (I1.134)

(11.135)

fliggvényt, amit a p mennyiség korreldcics fiiggvényének neveziink. C,(r,r’)-ben csak
a Ho-lal képzett atlagok szerepelnek. A definiciébdl latszik, hogy Cp(r,r) az r helyen
mérhet6 fluktuaciot adja meg.

A valaszfiggvény meghatarozasabdl leolvashaté a kovetkezd 1ényeges Osszefiig-
gés:

X(r,r') = Cp(r,1r'). (I1.136)

kgT

Homogén rendszerben C), és x is csak az r — r’ relativ koordinata fiiggvénye.
Abban a specidlis esetben, amikor kiils6 térbe helyezett toltott részecskérdl van
sz0, p az n sturlségnek felel meg, pontosabban p = —n,

on(r) = —6/Cn(r, r')oh(r")d’r, (I1.137)
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Cn(r,r') = n(r)n(r’) — n(r) n(r’). (I1.138)

(A tovabbiakban a 0 indexet nem irjuk ki.) A (I1.125) definiciébdl:

P(r,r') = n(r)n(r’) — n(r)é(r —r'). (I1.139)

Ekkor tehéat:

1

)=~ (Pr) = @) n() + n(e)sr — ). (I1.140)

x(r,r
vagyis a valaszfiiggvény kifejezheto a parkorrelaciés fliggvénnyel. Homogén rendszer-
ben n(r) = n éllandd, és

x(r—r')= _k:BLT (P(r—1')—n*+né(r—r)). (I1.141)
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