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. Piggelék

A Boltzmanne egxénlet

T@kintsﬁnk egy zérﬁ'rendszért, malyet nagyszamu, gyen;
gén kblcadnhaté Fermi-részecske alkot, -Jeliemezzﬁk & rendszer
4llepotait az un, betdltési <zémokkal melyek megadjak, hogy
adott impulzusu egy-réazecske allapotban hany fermlon tartoz-
kodik: mp=1 , ba az dllapot betdltott és n,=0 , ha nincsen p
impulzusu részecske a rendszerben, / Az egyszerﬁség kedvéery
a spineket nem vesszﬁk'figyelembe.[ 4 makrodllapot definidla-
sa az {n]= {ne 1Mpsr. ] halpaz .megadés‘éval,térténik.

Az ldotukroze91 sznnmetrlabol kovetmazl , hogy az &tmene-~
ti va10321nusegek fuggetlenek az ¢tmanet sorreudaetol bérwme—

lyik két allapotra:s

RNt =Winmn‘! . ‘
Ezt felhasznalva a P“ﬂﬁ]va10821nuscgeloszlast megbatarozo

mester egyenlet igy irhaté

M(H»Z it (Prog (4= Py ()
E bonyolult egyenlet megoldasa reménytelen feladat, de lé-
nyeges informéciét‘nyerhetﬁnk a rondszerrél akkor is,-ha a P

impulzusu részecskék atlagos Széménak iddbeli valtozdsét vike-

" gdljuk, Az 4tlagos bet5ltési szam definicié szerint

<n£(£3> Z B L P
Az ezt meghatérozo egvenlet a master agvenlatbol adoédik, ha

azt beszorozzuk np — ngl és osszegzunk a kiilonbsz6 allapotokra:
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< Rglt)>= 1§n;we e Py (=B () g

Indexcsere és W szimmetridjdnak Pfelhasznilisa utdn
< Ry (0> ‘Z{ W gt o (D= 1) 1/
Nem tul giiri anyagbsg Jogos az a £6ltevés, hogy csak
két-részecske iitkSzések fordulnak eld, Az Stmeneti weldazi-
niiség tehdt csak olyan éllapotok k825tt nem zérus, melyekben
in'? és {njy legfeljebb két helyen kulonbdzik. Az (14)
— (k1) titkozésnek példdul az

bt 5 MRS LT n‘-—hiso 1 My=my=a
betdltési szdmok felelnek /miktzben a t8bbi azonos/. Az /1/ e-
5yenletbol J81 létszix hogy azokbdl s tagokbdl, smelyekben ez
l,] ,k L impulzusok egyike nem szonos a vizsgdlt P értékvel
nem kapunk jirulékot. 4 fentiek figyelembevéteiével 2 /1/ e-

gvenlet e kbvetkezd alakba irhatd:

N {4) >'SZ; Waqip @ By (£)[ (4 (4= ng) g gy = 1y e (10 Yo ngl] =
2] ¢
‘] P

_XF: \X/P.q,p,q'[<(4 Ni-nglny n5.> <h£n.,((4—n;,]4-h¢)>]
4. q

Itt Wpqplq Jelbli =(P§¢]$(pq) utV6zésnek“megfelelﬁ, idSegy=
sézre esl dtmeneti veldsziniisézét, Mivel e kdlcsbnhatds gyenge,
heszndlhetjuk a perturbdcid szdmitds ismert eredményét, mely

szerint

: 2T fate o2t o 5T
Vaapa=g Ulp-pl 75 & g S (E-F)
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ahol Ulp-g) & részecskéy kbzstt haté potencidl Fourier-transz—
formiltia a (ngﬁfﬁ'vhullfémszémnak megfeleld helyen,V . a

rendszer térfogata, E (p+q )/2m 8z.M tomegl tk825 réezecs~

Ckék egylittes energia;a.

Amennyiben @ rendszer mar elegendoen kozel van a termo~
dinamlkal egyensulyl allapothoz, a betdltési szamok kOZellto-
leg fliggetlenek /molexnliris kdosz/, tehit <Y\ n¢>—v<n-><h4.
4 ¥lasszikus ha%aresetben az atlagos reSVecskezﬁzam mlnden
egy—reszecske allapotban jéval klsebb mint, 4 ,ezert ilyenkor

& ng(é >~Z wglq,yg{<n9«><n¢> <n$><n@>} .
A fenti egyenlet. konnyen atlrhato 8 gollsmert alakra: Vezesw
suk be ez atlagos betoltesi szam helyett az 1mpulzusra vonat~

kozo F(Ef)valoezinuse¢~sarﬁseget melynek HGerlt kifejezése

(> Vv - : d
.F(PJ:)- <n’ ] T [ Jdg-’;(.@.ﬂ=41 .
/ {(p i)dlg annzk a va1észinﬁsége .hovy egy részecsve impul-

zusra a t plllenatban a8 p korili cip terfogatelembe essen/,
A qua¢hq] - dtmeneti . valészinuség szoros kapcgolstbsn van 2
szdrédsi folyamat tomegkozeppqpti rendgzerben mért €  thatdske~

resztmetszetével:

G’(pw} l Ulp- p’?l

(uﬂ’)‘ﬁ"

/Born-kSzelités/, Ezek,alapaam,.az 1ntegrélésra vald dttérés u-

t4n d
dt

e f 9_91(4@)1[@ [(p)][(q)d' pra-e L) S (E-E )a%a,a’,p'of q>
m

+p grac{ {(pt)=
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ami az egy-részecske. valdsziniiség-elomszlisnak ez iitkszdselk A fgladatok REERIAEER
kgvetreztében létrejsvs megvdltozdsdét leird Boltzmenn-egyen—

let /homogén rendszerben/, ' 1, feladat, Ha a rendszerben n szému nukleon van, akker an-

nak a valésziniisége, hogy ezek L5zl valanelyik ttkdzzon és

T e

1é1;1:eho'zzon egy méscdlagos pukleont: nX At + of At ) . Azn
Ircdalonm 3 AN :
2 allapotbol tehét cs ak ag n+d indexii'éllapotba tOrténhot afi-
BREFIG, W.: Stetistische Mechanik, Minchen, 1969 /xézirat/ : menet, 8 - Wnye= An . A /2.1/ master egyenlet ebben az e~

sztbén igy irhaté:

Bog2) = A Pag B4 Alnal Pl 5 Prlol=di

2. feladat Indexeljiik a rendszer &llapotait a miksds gépek
n széméval {osn SN Mivel a gépek egymastél fiiggetlenek, e~
zért annak a valészinﬁsége, hogy ‘At 18 alatt eg’}{szerre tﬁbb
gép kezd el mukodni az egyes valosz:nusegek szorzata, s igy -
legalébb {At] nagysagrendu. A A«E—}O batéretekben tehat csak

& szomszédos allapotok kozott van atmenet- i

\X/rw«nvA(N* ): . W“'_‘n"/.l.n‘ ,

n.m(t) A(N h+4)P-4,m+/.L(n+4)R.”,m (/um-kA(N n))

A A megoldasok az I. téblazatban megtalélhaték (52—55. old. )/

S

3¢ fel&@at A master egyenleh i, ¢
P ('!7\ nv\,-q n— “;) h*lqh PI'M"l H') ’

ahol n-« 2,:5 : 0-—:-3 R h——M 5’-—b2 ‘Az 1d0tol fuggei:len Tog~

_Oldas X ‘Wnn.nw ‘J‘/n.h a

Y “%10%4+V%13Q4+V%u“%2_ »?'
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melyra w,,,,(l,, P.n konstans, de a részletes egyensuly elve “\

/2.8/ nem teljesiilhet, mert csak egyiranyuak: az Atmenetak,

£, feladat a./ A részletes egyensuly elve /2,11/ alapjén
2 ¢
WL 2 N4 p V% 4
ahol P’RL‘T ' E'-/wH 2 dipélus energlijénak abegolut ér-

téke, 5 We=V,. A master egyenlst
é«m {th= vy Pm ()4 W0 P—MM“’) 1 P«m,(a)= J;m'«- ]

F"_“M(-t)= W By (8] = W Py () meA L ”
A megoldas ’
Vo W o&/-r o "{‘['F)
Palt] T 4_%*(“ w;+wo) e y o P ly= 7 e (4-6 !

ghol T=4/(wi+w.) . Természetesen R, (t) = 4~ Py (2} és

eﬁ_((i)u 4 —P“~1 {t} . A stacionarius &llapothoz, a kilsd tér

Jelenléte miatt mér nem az egyenletes eloszlés tartozik.

b./ & kezdeti eloszlés
8.5 ) e‘ﬁ.e

g  Pymem——e =4[k, .
ebf 4 gt Poeht gt i ol
Az a/ Tész eredményeinek és /2.4/~nek a felheszndlasaval

P

£
e e"

; et tfg
Plt)= - - e 3y Rll=g~ P4,
% ¢95+ SBE | et 4 gt ehE , abt A FR “

4z eredmény Jjol mutatjm hogyan valt at a T. homérsékletii ka-

nonikus eloszlés-aT hémérsékletiibe, A relaxicits 1d6 nem wek sz
étmeneti valégzinﬁségek aranyétél fiigg, hanem v nagységété;
is. Az atlagos onergis ugyanolyan iitemben relaxal,mint a va-
léoszinilisépploszlés

<EW)>ee{h)-0(t)] == & {+hpe +[th g e~th pe] e'*’*} e
Az energia killonbség a kdrnyezetnek addédik &k,
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2. feladat Tetszlleges linedris folyamatra, tehit Aa=AntY,

/u,, =pmn+8 mellett a /2.22/ egyenlet stacionarius esetben a

kove tkezd:

dG(zl vz-3
(/“" dz . .z el ,

Ennek megoldésa g G(z=4) 1 - kezdbéfel tétellel
-8/, A=A S /
Glad=z™ l——&- 3
A =Ap
4z a./ esetben A=-A , V=AN ;3=0 ezért

N n n “n
Glz)= (%/}Tz) =Z_:; [:](;%;) (/T’}K)N & E

n

amibél az &llits kovetkezik, Szemléletesen i;s kSnnyl be].étni,
hogy a stac:.onamus aloszlas Bernoulll-tlpueu. Lz eguvszeriiség
kedvee*t gondol.}ank a 2. feladatban szereplo gebekre. Bérmely
gép onmagaban 8gy ketallano’cu ‘rendszernek tekinthetd: vagy
miikédik, vagy nem mlikod).k. Az &tmeneti valoszmuségek a be-ill,
kikapesolas idéegységre esd valo’szinﬁségévei (& ill.p) egyeznek
meg, Ha bedll a stacionarus 4llapot a kétéllapotu rendszer
master egyanletébél‘ DAT kbvetkezik, hogy bé._rmel& gép -egy tet-
szbleges idépontban p= A/ {u+dl) ‘valészintiséggel mikddik és
4-p valésziniséggel nem miikbdik, Ha most egy pillanatban nicd
az N gépet megvizsgéljuk, akkor annak valésziniiségét, hogy ké-
ziliik n van bekapcsolva és N-n kikapr-:solva a /2.3'7"/ Berpno-
ulli~eloszlés adja még. _

A b,/ esetnek mégfelelé megoldast az éltalén6§ G vfﬂgg—
vénybbl a $=0 valasztés mellett, a A —»0 hatarertékbol kap~

hatjuk meg: (2-4) T e n
Glz)=e = eﬁ“gq &) —,;4;_. S
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4 Poisson-eloszlashoz ugy is éljuthatunk, hogy az a./ folya-

metban képezziik az N~>e0 , Awv0 1ineszt, nikdzben AN=v 41landé,

B, feladat Az &tlagértékre vonatkozéd /2.28/ egyenlet pzerint

d<n>
d+ ;
melynek a kezd8feltételt kielégitd megoldésa

=(A-plcny +v-3

(A-/A-_) 1

- v-3§ :
< n(‘”):-m V'(t)+m(s’(t)—4) 3 b‘(f)s e 5
A szbrést meghatérozd /2,29/ differencidlegyenlet az 3sze~

vondsok utéan

dji’) = 2007 ) AL + O <nie)y 4+ 948

alaku, <nlt)) ismeretében a Alo)=0 kezdeti feltételhsz tartozd °

megoldas kdnnyer megkaphatéd: ;
SlalAy -/u.S)-})\Q —,«.‘J] _F(ﬂ‘4

A= o
ahol  §(t)=t fent defini&ltuk,

o4) =[m{;\+/.ﬁ.)5‘[i-) + ’

Konstans &tmeneti valészinliségek (Anuv 1/A,,=3) es8tén

J <n{E)y =m +{v-8)4 3 alt) =(v+8)s |

4 vérhatd érték és a szérés linedrisan valtozil 2z iddben,

amig azonban a vérhato értéket az elére-ill, hétralépés va-
1oszinliségének kildnbsége hatérozza meg, & s34résban ‘e két meny-
nyiség Osszege lép £51, Ezért pl., ha ¥=8, az &tlagérték nem
valtozik, a sz6rés azonban agyre nagyobb lesz. Tanulaégos a
konstans at:meneti valbszmhségh folyamatot osszehasonlz.tanl
azzal az esettel, gmikor . A,=Ah+Y g M = >§n+3 « Ilyen-

kor
<nEy=ma(v-)t y Alfl=2mrt+(3+8)E ¢ A(v-8) 47,

" n,_feladati A A=V ./u..=/un

~2U9="

Az alére, - 111, hatralépés valésziniiségének erds, de agvenld

mértékii megvaltoztatise a varhats - értéket tehat nem mbédosit-
Ja, a szérést azonban g,yorsabban novekeddvé tesazi.
Abban az esetben, ha konstans az eldrelépés val bsziniisé.

g8, & hatralépésé viszont n~nel arényos - (Anc\) ,/An*/‘“j

!1 - ald)= (— +mre/n)( —e_fd}.

4 rendszer hosszu id4 munlva ‘pagy valoszmuseggel kariil abba

<n(e>>'= me"“‘J«i ('A'FEM)

A :
az éllapotba ahonnét egyforma eséllyel léphet mindkéd irényba,
0zért l:.m <nlt)) = \J//u » A Bzbras is ehhez a konstam hatar-
értekhez tart. Mindez teljes Osszhangban van a /2. 28/ stacioné-
rius eloszlds tulajdonsagaival. A v=0 esetben mind <h>'
nizd 4 nullédhoz Yart, ami megfelel annak, hogy rédidaktiv
prepardbumban az 3sszes atom biztosan elbomlik,

A M= A(N-0)yue=pn  atmeneti valésziniségekkel defini-

a4lt folyamatbhan

At o
<nld>=me —(P ). +;;{-j1 N(d- e(’um”) .
o (et
~{purh)t (AR
A({)c{me(’“ (,u—AH—— N(/A-:-A e(’M . )] i’;«'—'?Y_“'

Az Atlagérték is és a sz6ras is konstanshoz tart.
A ol
<h> *‘-)mN . (/u GTA N .

Ezek az értékek adbddnak 2 /2.37/ staclona:c:.ua eloszlasbol is.
[ %, /u zo) 6seben a gene-
ratorfiiggvényt meghats.rozo egyenlet:’

AGwm

Z"’ )‘GM (t |‘1)=4 .
ot

@ +v{z-4)Gm

y G,,, (0)2)‘=
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A Laélace-transzformél 85 (/2.33~34/) utén:

39, - vi4-z)es R B i 4
oz AR SWTT T v 9mldtl= 5

melynek megoldésa ‘
(:,_2') il Ln;:_—;—
o e dz' .

G (012) = J———T—Z-T

A visszatranszformalas ugyanogy végezhetd el, mint a 3. pelda-—
ban (/2.35-36/}, s a
{z~4) ~pt
G (+,2) = [4- et (4»2)] ’l“ Ta-e”)

eredményre vezet. Inné% sorbafejtés utin

8 ~pk : - ik m+n=-2k -
“7‘7.(4*5# ){MZ“) ™ e/"’k (4 e/ht) i A o
Pn\m(f:}‘: e. =4 1% 7 (h“-k)! ; 1

anol {mm)a kisebbik értéket jelenti m és n kozil .
A An=A [N*n),',uﬁ/un (A,N«,/&)&)esetban hasonlé lépése-
ket kell végrehaj?:ani:

a—ﬁ—n/m 2) +A[z A(N- z)GM,(;,“(0.z}=z“‘a,G..,(fsm)rd
% gm /\NM—Z)M 2% e &, °
- E. d4]l= 2 o
9z (Az+p)l-2) I" (Azaepd(a-z) 9 1
Ezen inhomogén limsédris egyenlet megoldésa
. - N 1 (= ) Az's o)
\ 2! Nz+pa "",HA. -2z o)
Sm(o!2)=' [} i .
(Azep)m0) | A0
4

Az ipverz Laplace-transzformilds elvégzése utan
N
G (t2) _[ﬂu-e)-(-{/\ﬂﬂ“)zjm {/u.-f.{\ F-o-AU—G)z]
i B + A per LN
. Ebbdl azeloszlds fiiggveny:

T,
anol &= g W

e A

TRt R

k=[0,n+m=

=251~

1tt fo,nem-N] & két s24m maximumat jelenti. Az atmeneti va-
loszmuségek nem lehetnek negativak, ezért oSn, m<N,

Erdekes megfigyelni, hogy az m=0 é&s m-—-N kezdeti &1lapot

esetén &8z elwzlasfuggveny Bernoulli-t:.pusu-

P (8= [N) &t ™"
ahol AH)=;’~%(4« -(’W"A)&) : » ha  m= é’ ;

és ( -(,ua\-A)-k)

(A + e
EKonpyen ellendrizhets, hogy a hatdreloszlésok m értéké

t81" figgetleniil a stacionérius eloszldst adjak (L.: /2,377 éa
/2.38/).

8. feladat A folyamet master egyenlete:
Poo (8)= ~A, Poo(t)
Puo ()= =/ Pralt) 4 240 Polt)

E>m.a(J‘} e ‘Arw PN-A,O ()
A valdszinlségek pozitivifé;sa alepjan az elsd és utolsd egyen~
letbdl régtén kovetkezik az a./ és c./ &llitas. & b./ tulajdon-
ség bizonyitasakor célszeri attérni az f,(t)= Ay Ppolt)
Tiggvények vizsgdlatéra és megmutatni, hogy a keresett t,-eket
a szomszédos indexii {;, fuggvények metszéspontja batarozza meg,
9. feladat A folyamatban ¢sak elérelépés lehe tséges, Xn t-

meneti valészinﬁségekke;, s az eloszlés nprméltséga miatt
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Pulm(t) annak a valészinlisége, hogy a_rendszer t 1d6 alatt
eljut a végss (N) éllapotéba. 42 N»eo  hathrérték elvégzéce
utén leolvashatsuk hogy Z th(t) akkor kisebb {1 -nél, ha
van esély arra, hogy a xendszer véges €t 1d6 alatt végigfus~ ‘
son oOsszes allapotan. Az, ‘hogy ez mikor lehetsegas attél fiigg,
hogy 4atlagosan meanyit bartézkodik a rendszer az egyes 4llapo~
tokban, A kezdeti éllapotra vonatkozé master egyenlet

=~ A0 P (8, .
Ebbs) Py, ,,,(-l-_)uahw-,. y awib8l az 4tlagos tartézkoddsi 143 u-
gyanugy kaphaté mez, mint & Poisson-folyamat esetén (L.. /2.15/)
8 eredményiil 4/).,“ adédik. Abban & pillanatban, amikor a rendszer
az h &llapotba lép, h veszi 4% a kezdeti a.llapot; szerepét, o
zért /A, lesz az itteni dtlagos tartézkodési idé. Annak az
ldének a varhatlé ér-teke amely alatt a rendszer éthalad az
CBszes &llapotén Z 4/)\ )
. h=am

Ha A, aeléggé gyorsan nd n -nel, akkor a Penti sor konvergens‘,
ami érthetsvé teszi, hogy ilyenkor véges id6 alatt iz van vae .
loszmusege annak, hogy a rendszer 4thalad Ssszes 4llapotan,
Ekkor a - Z. Prm®)  sor Osszege 1 -nél kisebb érték leaz. %

/Formallsan az is a newmélési feltetel sé:ruléset Jelanti, -
hogy & Poisson~folyamat hata.remszlasa zérus, Ot!. ez azt feojezi
ki, hogy a rendszer végtelen id4 slatt biztosan végigfut mln-;'

den allapotén./

10, Peladat Tiszta kihalési folyamatrél wan 826, ezért a

PM” valészinliség fligget lan attél, hogy az n dllapot nyeld-e

y vagy sem. Igy /2.49/ analdgidjara és /2.36b/ felhasznilisa-
val azt kapjuk, hogy

N} ne0BE Moo
Fon (£)= g Dlatr),

A T"*’!‘N 4tlagos elérési id6 egzaki kiértékelése hosszadal-
mas. Ehelyess k'o'ze_lité aljarast alkalgzazunk, ami azonban pagyon
Jo kbzelités, ha a rendszer makroszképikus u;ennyiségii aktiv a-
fomot tartalmaz. Ha ugyanis N _nagyon‘naéy, akkor FN/yN igen
¢les flggvénye az idének, ezért az atlagértéket a‘legvaloszinubp
értékkel helyettesithe t jik. FNIHN . maximuma az }\-[_n(iN/(N-ea))
helyen van.N mellets a 2 alhanyagolhét‘é, ezért

~ Lln2
TN/2,N= 7

ami a felezési 145 és a bomlési 41land6 kbzott femnélls jol-

ismert Osszefiiggés.

11.feladat Legyen T(x\t) megoldasa a

BP0 ol (btx YP(xt))
ot ?x

egyenletnek, Feladatunk, hogy “Plnt) -t kifejezaziik a Pix.0)

kezdeti eloszlas ~segibségével. Vezessik be-a Vxt) figgvénvs,

nint az x ;
' S da
o b}
Yixt? . _
egyenlet megoldasas. Wixd) kielégiti a
o
Te o= Bl

differencidlegyenletet a W{x,0)=x ke?deti feltétellel, Igy

¥{xt) negadja annak a pontnak a koordlnatagat, amelybél a
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,

b(x) sebességeloszlasu éramlés révént 1d6 alatt az X pont-

ba érkezink., Vizsgaljuk most az
WixT)

T

’P[z% 'C)olz Xx>x' , ErTvo,
Yixit)
integralt, Ez annak a valoszmusege, hogy a folyamat éxteke

a t-T idtben ‘f’(K’U és "V(X'C)l«:oze essen, Konnyen belét—
bato, hogy LP{X.'C) 5 ‘.

B e
—_ ’P(z t-—t]da =0 8

at‘?tmt . o
azaz az integral ‘értéke flggetlen T -t6l. Az integralba a .

T=0 és a Tat értékeket heljettemwe kapjul:

5w MEGE)
E ’{’(at}dz ={ Plroldz.
W E) _
Differencidljuk X szerint az egyenlSség windkét oldalds:

Plxk ) =P( "f’(x,ﬂ‘o)%(m! a

Ezzel a Plxi) eloszlast Kifejeztiik a kezdeti‘elroszlés sa-
gitségével., Haakezdeti eloszlas az XK' pontra van konce_ﬁrélva,‘

akkor a folyamat &tmeneti valészintieégét kapjuk meg: -
-1
Plxaix) =& (¥ixat) -x'1 i = S (x- vt u)

lé. feladat A _/5.2/ Fokkar-}?lanck—egyenlet_et x" ~nel ‘be-

szorozva, majd integrilva

[ dx*
Ra fi)(x-t) eleg gyoraan tiinik el a végtelevlhen akkor parclé— ‘

lis integralas ntén a kovetkezd ereumeny ga6aiks

(x Plxdldx =~ [x2 (b(xec)‘P(x.e dx +i’5k‘?-§1-(egvéfc)ﬂx#))a&x. |

"
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ﬁ(x“ EI> = nd e bxwy4)) + Alact L x " Toe ),
Az sgyenleteket kiegészité kezdeti feltételsk:

<xMo)> = Xx""?fx.o)olx’.

13. és 14, feladat Utmutatés: a szlletési~kihalési folyama~

tokra ervenyes deszefliggésekben végezzuk ol a /2,55/~/2.56/~
ban kijeldlt h.ataratmenet:et

15, feladat Appak valésziniisége, "hogy a Wiener~folyamat .
w{t) ndvekményének abszolut értéke kisebb legyen mint ¢t

(e>0) , a kbvetkezd i ntegréllal adhahé meg:

Vezessiik be az WswAT uj valtozot Ekkor

ot 2
Vi lwior <t} 2\[5% ( & g, =P (cfE),

ahol $lx) az un. hibafiiggvény. Ha + kiosi,

Pl lwtl et o V"* cfe U-w&n

16, foladat Elészbr szamitsuk ki a F(xi ly) 4tmeneti va-

‘ léaziniiséget az Y=0 feltétel melletf. Az atmeneti valészinii-

ség X-»0> ~re mind az a) mind a b) esetben a természetes

hatérfeltételnek tesz eleget:

L P(k‘&[o) =
X =D~ 0n
Az Atmeneti valésziniiség
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o
..st

Plx,e) = Pex, HO)oH:
‘o
Laplace-transzformélt;ja klelégiti az
' o
ﬂ_ %ﬁal*f—d—s"gPﬁﬁig(J{)
egyenletet; amelyet a

lim pixer=o
XD~ 0>
hatarfeltétel mellett kell megoldani. Az egyenlet megoldd-

sakor € paraméternek tekintendf’). A nmegoldés:

4 A 4‘—
(&""L)E o ete ¢ & % S0
A N s /
P%s) = 5
e ;
Ay,
oe 7 ; K<o,

ahol
= v Tt &+ 206%

Az o iptegréldsi Allsndét az 4tmenesi valészinliségre kirétg
mésodik hatarfeltétel segitségével hatérozhatjui meg.

P Az a) ésetben
Lom P[xtlo} =0,
! X -Sos
azért P{xs) az Y-wes hatdresstben el kell tinjdn., Igy
' =-i—
A .
Az dtmeneti valésziniiséget invers Laplace~transzformiciéval
kapjuk meg: 5t elos .ir—lj‘:—",r o -
ax t 5 02
’Puu—--( b T”ge‘e —— ds
Xtio}) = € X8) == - i
P e \} T O 4

‘telom T e~ion
Célszeri bevezetni az
\ q*

% o
Salcl s

' loszmuség igy. Lrhaté.

uj valtozét, BEkkor

0 500 e " 2: -
: e( 8 acz) gl é-,ri !0‘ (s oAs
Pxtio) = — | e° L
. C={po
Félhasznalva az v ' ‘
C.-h.oo DLZ
'——-—{ - ( €3t .Lr(.i .2[_ -=—-4— Q.-T >0
lTx-um_ 'S m .; . '

Osszefiliggést /:.gazclasét . a feladat végén/, az étmeneti.va-

: lxeat)®
Pl {.o)z-—'f—— g, 5TF

Ul‘n‘q*’{:

4 megoldés egy egyre szélesedd Gauss gorbe auiel;ynek kdzép-

pontja ¥ sebeésséggel mozog. o
A b) esetben a

P(B8tlo)=0, B>0

hatarfeltétellel dolgozunk. Ekkor

5
22X 5
- ez
o= (- 7).
Az Adtmeneti valoszinuseg Laplace trauszforméltja

g |x\i T A (28-x]
p(xsx_e"" fe & —g T 1

Az inverz ,transzformé_lés‘t az ay sset'hez'. hasonléan végezziik.

Az eredmény: . ; ; ;
oe~ct)2 0 T gam o (x-2B- )7

: iRl ¢ MOma ST rp o
Plxtlo) = e B 5 ]

5"
‘iz-;rq.l.t.l [ 3 - e
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A"P(x;ﬁlﬂJ Atmeneti valésziniiséget Plet10) —bsl ugy kapjuk
meg, hogy X helyére (x-rj) ~%, B helyére pedig (6-3)-1: irunk,
Eredményiinkbél leolvashatsé, hogy az 4';C) esetben & nye-
lével korlétozott folyamat P(xkle) Atmeneti valoszinilisége
egyenld a korlétozés'nélkﬁli folyamat &tmeneti valbszinﬁsé-
gének és ennek B -xe vonpatkozé tiikdrképsnek kﬁlénbségével. )
Hasonlé megoldassal taldlkoztunk a nyelével korlatozott diszk-
rét érteékkészletii folyamatolk eseteben is /t.4. pelda, u7. old./

A megoldas soran folhasznalt
calon

te il
i (.g-iov T

integralt a kivetkezdképpen szémithatjuk ki. Az integralands

c >0

figgvény mindeniitt analitikus, kivéve a negativ féltengelyt,
ahol a W; fliggvénynek vagisa van. Mivel az integrilandé fiigg~
vény a T{e!j<0.félsmkon‘a végtolenben exponenéiidlisan tlinik el,
az integrélas konturja & negativ félfengelyré réhuzhatié:

e tios
L

Ekkor az integréal igy irhaté:

. bl Y
I=E%geu%e%m+aiu)

=
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Vezessilik be u%:u.uj valtozdt:

o [ XA Liw
Lg_Lg [ a5 T
L4
A kitevikben 1é6v6 kifejezéseket teljes négyzetté alakitva és

az ismert ‘ o
g e V
2 : .

osszefuggést felhasznalva kapjuk, hogy
& i

_ T ﬁ—- E E : |
Megjegyzéss A korlatozds nélkiili folyamat esetében a kSvetke —
zéképpen is aljarhatunk. Vezessiik be.a % = X-+l uj valtozoét
g & o .

. Yz &) ='?(2+_frt“,tix‘)'
fiiggvényt. Y{at) kielégiti a
.éigi = - <rl i

ot Z o 2%
egyenlstet a

¥(20) =P(2polx' ) =S (a-x)
kezdeti feltétel mellet, igy W{p+) mezegyezik a Wiener-fo~

lyamat étmeneti valészmnuségével.

; . JasBP
(?szﬁ) - e ﬂJrntA
QZﬁbzt

A foladat megoldasa ebbbl a 2=X~-nt helyettesitéssel adédik.

’

17, feladat Legyen a kezdeti eloszlas Polx). & kezdebi el-

oB8zlés momentumai definicid szexrint
LxMo)y = gx“ P lx)ax .

4 folyemat varbatd értéke
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LXKY> = {x Plxt IX"P, () xdx’ .

A /3.40/ feltételes varhatéd ériték felhasznédlasaval kapjuk,
hogy ' ‘

. ~2t . -3
x> =e gx’-‘ﬁ, B = Kxlo)dS e )" .
Eovetkozd lépésként szamitsuk ki x2{t) vArhaté érvékét:

Oty =[x Pt 01 2,60l

A /3.41/ Bsezefliggés szerint

{xaPoctieran = B (1= 4 " 2’“”,

s igy .
~22% - A%t 2
<x’“LH> u -e )t e < Xlory .
Az <x(~t]x(t’7>_ momentum‘azémitésénél tételezzﬂ& fel, hogy '
£>2. EBkkor ' ‘

LxlEIxnS '*gx?(x 4t 1y) X' P T, B M x'dx =
_’)\(%-'!:)S' }f‘f:'
= 8, ‘

A kordbbi eredmények felbaszn&liséval és & t P feltétel
elhagyésaval kapjuk, hogy

. %}
e D ~Ale-el - Afey
LX) x> =75 ¢ -I-I:Cxtcb—-—-]-e, R
4 korreldcibs fiiggvényt ebbsl < xWIy{x(t1> levonéséval
kap juks A

kB = Cx IS ~ Lxtd<siny =

[n IR N € 28 L G Y )
Bl te’ [(x%w <x(o)>—~—]

2P ) A = & )<x‘(£_‘1>.'
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Ha kezdeti eloszldsnak a /3.42/ stacionirius oloszlést vé~
lasztjuk, akkor arednényiink /3,45/~tel egyezik meg, '

18. feladat Ha egy Markov-folyamat értékét egy & idépont-

ban rogzitjik, akkor a késébbi &85 kor&bhi események mar flig-

getlensk. Legyen
yltr=c

régzltett. A folyamat értékei ‘3&2 s>t és w<t iddpontokban:
q[mac,«l-’gx(ulotu‘, ‘

Yl =¢c ~ ( x(u)d\f
Ezek va:chﬂto értéke megegyez:k

LYo =eyur> = ¢

Az Yie) éa y(w) kB7OtEL korrelécib: T S

L lyle)~ <L§[31>)((4(u.) <leLLJ)}>.-.- S‘otu-gd\r'<x(0')x(u IDES

s 4 ‘Aﬂ‘tx
—%[o(wgowe e 360.

i

w
uls) és Ylu) nen fﬁggetlenek tehat a folyamat nem Markov-»
folyamat.

19. feladat A folyamat vérhaké értéke
% ¢
<yl = { xtwsdu =0
# o ' y
4 korrelacibés figgvény /3.45/ felhasznalisaval igy irhaté:
< s L

<ytlytsr = (du (do Xy x > =

el crl
mgd &

-]

B
2%

—

BMC‘
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Legyen t>s . Az vy és U>W tartoményok szétvalasztésa uténo:
il

L py
dv e)‘w gdt&e, ug

©

2 Rl
<yt yis)» = _D.{gdue,ugdue)\u—k
I G

B~y

=205+ M u ™ é’f‘f’s’g 0.

A 1t<s esetben t és § szerepst cserél. Végeredményben:
1 1 —AH-S1 Db -2s

®lulsd ’-H{ min{Es)-—(l+e - S .

3 2z

20. feladat Alkalmazzuk a /3.93/ Ssszeftiggést az flw)=3-

fliggvényre. Mivel wi{o) =0, ' '

wit) g
L 2

3
gwts)dws) =
(-]

21. feladat Vezessiik be az wlb)= x &)~ Gwit) folyamatot.
k) kBzénséges differencidlegyenlatet elégit ki:

) i < .
g = - Aul) - hewh),
r At ‘ !
Az egyenlet wlo)= xo)=x'kezdeti feltételt kielégitd meg-
oldéasas : &
i -2t X%
ult)=x'e W Sl g e wis)ds

-3
Ebbol

i
-2t A
% Ep e s S T wlerds + o wiE).

L]
A megoldésban szerepld integrélt a

. d (qrwit)) .~_w{+)%@o& + g i) dwit)

osszefliggés f6lhasznalésgval, parcialis integrélassal atala~

-

kithatjuks: |

-
Nah o Tom e Ak ‘h As.
-7\&2, wisicks = e w(ﬂ—ge dwis) .
2 o = ‘ i ‘ 3 V‘°"
Ezubén a megoldas igy is ir]iaté:,_
. S ek
Xt)= x'e +-'G‘e,.>‘

+

e
_ Qe dwis),
& Pxtix) étmeneti valésziniiség meghatirozasihoz alegends
X ) kumuldnsait kiszémplni az xX{o)=X" kezdeti feltetel mel-
lott. X ) varhaté értéke £ dwisiy=omiatt: )

LleFpa o &80F,

X W) szérésdnak négyzete: - & »
‘ 7 2 2 pfl}{- xS Aw
{xt)-xltpTy> = ofe e \e <Awis)dwu).
o o

Mivel a Wiener—-folyamaﬁ ogymdsba nem nyuldé intervallumokra
vonatkozd novekményei egyméstél figgetlenek,

L A w(s)dwiu) > = (wistds)- wi)wlnrdu - Wiw))p=0,

- ha az (5,54dg) és {u,uidw) intervallumok nem’ metszik egymnast,

Ezért a fenti integrilok kdzelitd Ssszageibén azonos ‘felosz~
thst véve, sz atlagolds utén csak azok a tapgok maradrak mes,

amelyakben U és S értéke megegyezik. Igy <(C'X\N(i)i>-‘*d$ miatt
4+ 3 =

~234 ¢ 22 R ke s
KIxW) ~Lx >y =5 e ng o\s=% (i—e™ )=V

o

Mivel X&) lineéri_s:an tartalmazza a Wianer-folyamatot, Xit)
kott8nél magasabb rendii kumuléhsai nulllé\ral egyenlbek. Ebbsl =
kdvetkezik, hogy a feltételes vélészinﬁség eloszlds Gauss~
elosz14s, melyet vérhatd értéke és szérasa .egfért:elmﬁen meg-~

hatdroz:
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(x=xe )"
Plxtln) st @ 2V

‘f 2T V) € :

/3.38/~cal Ssszehasonlitva Létjuk, hogy X[t} Ornstein-Uhlenbeck—
folyemat,

22. feladat Iegyen X(t) a
Ax i) = xt)d w lt)
It0-5DE pegoldésa. Fsltételezve, hogy x>0 ,vezessiik be

az

Lj(‘ﬁ) =\n i)

folyamatot. A /3.84/ Ito~formula felhasznalasaval
Ayt == Lot + dwhl.
Lz W=y-W folyemat kdzinséges differenciélegyenlet_et elégit
ki,
du 4
dt z 2
melynek az M(O):lj(,o)m Lnxlo)=0 . kezdeti feltételt kielé-

5168 megoldésa

=i
. W l'b.
:.bpol ) w—%_—'&
‘ xkl=e

.

23, feladat A megoldandé két egyenlet specidlis esete az

($) dxte) = - F xkidt + X )dwit)
Stratonovich-8DE~nek. Az egyenlet mindkét oldalat osztjulk
XH)-vel:

m:‘%df.w Awk) |
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A Stratonovich-féle stochasztikus integral /5.108/ defini-
cidjéban wit) helyére akarmilyen diffuziés folyamatot irhaturi
Igy — figyelembe véve, hogy a Stratonovich-~integralt upy lehet

kezelni, mint a kozdnséges integralokat = azt kapjuk, hogy

+
() § dxlt) o xB) ey
> Xt

- xlo)
Mésrészt & &
-2 g s SRl ).
2ot + (dultr=~2t » wi
0 6 i .
A két kifejezést egyenldvé téve kapjuk, -hogy
wltl-2t
xlt) = e N

_ Az d.=0 esetben a most megoldett Stratonovich~SDE formélis

alakje megegyezik a 22. feladat Ito-SDE-ének alakjaval, Az

eltérd értelmezés kdvetkeztében azonban a megoldés most més,
xt) =e™ &.U

A /3.127/ és /3.128/ egyenletek tanusaga szerint az o=4 e~

setben a fentl Stratonovich-SDE ekvivalens a 22, feladatban

megoldott Ito-SDE-val, Valéban, mindkett6 megoldasa

X &) a\z{l‘l’) ~-trz

24, feladat A staciondrius eloszlést meghatirozé egyenlet

_% (b(x,)'PTx)) +%09\%1(q‘1(x7??x)) =0, y

. Ebb8l kdvetkezik, hogy

- b(x;?’?s;)q-g: O-%L (60 Pi)= 411ana6 .

Ha b0 ém &70x) korlétos, akkor a természetes hatarfeltételeket
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csak ugy tudjuk kielégiteni, ha ez az Allandé nulléval egyen-
18, qf*(x) ~re igy kdzbnséges szétvélaszthatsd differenclédl-
egyenletet kapunks

d?
Adx ‘m

(bt -t o0 ) P¥x) |

Ennek ez egyenletnek az é&ltalénos megoldasa:
2
- ( 22 (b-wo')dx
Ta=Ce : .

s ,
4 C é&llandét ugy kell megvélasztani, hogy g'?‘izlix=L legyen.

-

Az Orusteln-Uhlenbeck—-folyamat esetében Q= D, hﬂx)-ékx és

igy /3.42/-vel Osszbangban aszt kapjuk, hogy
A a2
u-x

*
Py=Ce ®
25, feladat A Brown~mozgast végzb réezecske sebessége Orn-
stein-Uhlenbeck-folyamat, ezért erre alkalmdzhatjuk a 17, fe-~
ladaet eredményeit. Természetesen figyelembe kell venniink, hogy

a /3.154/ Einstein-reléacié szerint
a2 2kT
D=oc®a 5=,

A részecshe elmozdulésa‘aikiinduléai ponttél mérve
r) = { vras

: .
Vizsgéljuk eldszor azt az esetet, swikor a részecske kezdeti
sabessége adott: Ulo)y=Y,. A 17. feladat eredményéirszerint

(t. & /3.46/ és /3.47/ bsszefiiggéseket):

-t
Lokl = o8 > ’

AR mﬂe)) .

LoWIEE> - Low>< s> =ET (& -e

267 _

A részecske elmozdulééénak vérhaté értéke

<l = §<w<sx>ds ooy la XY

A részecske elmozdulésanak korrelécids fuggvenye a sebesseg—

korreléacids fuggvényeval fejezbeté ki

Lot D) - (r(£1><vm> Sds du[{v(s)u—(u» <u~(sr><\rw!>]—

by Alu-si ’A( ?
. 1‘ o u,s ~2{wrs
="-“~ gdsg (e -e Al

Az integrilast hasonld médon vésezzuk el mlnt & 19. feladat-

ban, Az eredmeny

<)y 4:‘)>~<r(+)>_< YHE)> =

Mot O] )
*h——i {Qh\sn(t'&){--—(ie +1g “9 -e, »es )}
mf -

Ha a.sebesség kezdeti eloszldsa a Maxwell-Boltzmann— el-
0szlds, akkor a sebesség stacionarius Ornstein-Uhlenbeck-fo-

lyamat,. A /3.45/ Gsezefiigzés és az Binstein-relicié £5lhasz-

néléséval azt kapjuk, hdvy
_'Al'f: {:'
(xr[t) U'H:')} ‘k__'_f e
™

Az r{t) folyematot a 19.. feladatban vizsgéltuk-részletesen.

Az 0tt kapott eredménycket az Einstein-reldcid segitségével

atirva: S, -~
: (YR])=O,

I rR)S = 2”

AR A S
-Smm(’ct‘ (I-‘« e e S)}

Ednnyen belathato, hOgy mivel a sebasseg ning & ket vizsgalt

esetben Gauss-folyamat, a reszecske elmozdulasa is Gauss-fo-
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.lyamat. Ebben a foladatban meghatéroztuk a Gausa-rolyamat
eloszlédsait egyértelmiien meghatérozd virhaté értekeket ég
" korreléciés figgvényeket, Pl, ha a kezdeti sebesség eloszlé-

sa & Maxwell-Boltzmann-eloszlas, akikor
42

Plazio) =~—1—-—- e HTHD

Y27 Lt Y

ahol

PRy = %‘af(t -4 (-&**))

26. feladat Vizsgdljuk azt az esetot, smikor & részecske
kezdeti sébességének eloszlésa a Maxwe11—Bol_tzniann-eloszlés.

Ha
A min ) = L 3> 1

akkor az €l6z6 feladat eredménye szerint: .
<thlvl)y « 2R i+ (1)),
‘ mx o
4z (L) nagységrendi tagokat slhagyva léthats, hogy vt}
kuxulénsai ekkor megegyeznek a .
' D =g* iz:li-n_.
¢ ‘ mA
diffuzi6és 4llandéval jellemzett Wiener-folyamat kumul énsai-
val, tehdt vi) kdzelitsleg Wiener-folyamatpak tekinthets,

He & folyadél viszkozitésa igen nagy, akkor A értéke. is
nagy, és az. d DY helyzet mar rivid idd elteltével fennall.
Exkor az vl%)folyamatot Jo kbzelitéssel kezdstt&l fogva Wie- ‘
ner—folyamatn&k tekinthetauk
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27, feladat Az oszeillétor Brown-mozghsit leird egyenlat-

rendszer "
G = ~wk x~2}u‘+ ?7

X =,\r
ahol.llhav & kbzegellenalldsi erd, % Gauss-tipusu fehér zaj,
melynek korrelacids figgvénye

CflIfyy =g AT

S lt- t)

Célhoz juthatnink az X ~re vonatkozé mésodrendii differencidl-
egyenlet formdlis megoldéséval is, érdemesebb azonban attér-

niink nj véltozokra az

a, m\( 3 (x T“U')
definiciéval, aﬁol ‘ »
T—-k‘tih_wo

Behelyettesitéssel kdnnyen igazolhaté, hogy az a, és & _

mennyiségek mozgésegjenieﬁei egyméstdl fliggetlenek, himzen

&qﬂ“c“f/'t'- "'i{ -C""f‘

Minﬁkét modus tehdt Ornstein-Uhlenbeck-folyamattal irhaté le,
épp ugy, ahogyan a szabad részecske Brown-mazgasa soran =z
sebesseg. Az atlagértekek idébeli valtozasa.

Loty = ayere” I
emib8l leolvashaté, hogy T, o éppen az egyes médusok
relaxécids ideaéc adja meg. A zaj tulajdonsagainak felbaez—

néléséval kdnnyen meghataruzhatbk a négyzetes &tlagok is:
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" 8 | ~2t/
s 1> - Logt = BT g (g%

g -2
< Qultlo 8> - La>eq oy < LKT 3 -,
Az 8sszes magasabb rendii kumuléﬁs eltiinilk, 4
Az eredeti véltozdkra az

2 2.
W, °

),
X2 ool 23 - U:umw—mmmﬁa-Q
m‘m}_ (. —-t'- t-c-&) 7 m. Y?_,:: + )
Osszefliggések segitségével térhetiink vissza.;A fenti ered-
mények ismeretében a keresett'étlagértékek‘egyszerﬂ behelyet.
tesitéssel adédnak, Bsszevonisok utén

<X W1y = €8x, (e, b e Ay v e it

2 o 2. kT - *Qa'ﬁ : T 2 ‘
XD =L xt)y +m1§4 e [1.% My +-£cﬁ\13;c MHJ.

b s
Crlty = et [xr;(d\}gc --%:mké‘—{:)_—- x,-‘% ak)ﬁ] 3
kT P - .
IS = Lot + o % i~5 Lz.‘s';, aly %’]o&la(t«-m]?’
OAISHI> = Lxetendco > + %{?_ DIRMUES
' '

ahol ’ PR T
X4 E a?._ \4.)93'

Jél léthété, hogy at-smeasetbon az ekviparticié tételnek

megfaleld értékeket kapjuk meg:
WT

<)Y - ;‘% Lot >
S S S S e ———
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A fent meghatérogott mennyiségelkel kapcsolatos kummu-

lansokon kiviil az &sszes t8bbi zérus,t ezért az X ill, a v yar

tozbdhoz tartozd dtmenety valésziniliségak

; L (K- 2xwn )t
y €D~ LXK )
Pletix o) = P
Vav{ods-cxupz] : )
< ' Ly -Lul)>)*
o 2L 2o
Plotx,,) = ! — & [ I
V2w 2ot ~zo e s -

_Amennyiben a U, mennyiség nenm ismert a megfigyelés kez—

detén, a kezdésebességre is 4tlapolni kell a
<Ue>r=‘0

Ssszefliggéseknek megfelelden,

T, o kT
BEREE L gL

4 tulcsillapitott eset a
' ” ¥ > w,

feltétel teljestilése esetén valosul meg, Rkkor

1 e
T_»_Qis- )__C-AL—;.‘J%’-’

és TMT, ) Vagyis az q_k -'1‘-3‘1’.3 % mennyiség sokkal

" lassabban véltozik, mint &y y ami egyébként éppen a sebes.

séggel aranyos, Amennyiben ‘t;-nél joéval hosszabb idétarta-

mokig vizsgdljuk a folyamatot (3t >>1), Oy érdektelen,

X egyenletéhsl pedig azf kapjuk, hogy

. Lol
X = —~ -,‘Z—”f» .+ T,
ahql a ;; Gausﬁ;zéj ko;rqléciés fﬂggvénye
LS THEN>=9p T8,
s - :
5w KT
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-A tulesillapitott hatéresetben tehdt a kitérés a fenti Lan-
gevin-egyenlettel definidlt Ornstein-Uhlenbeck~— folyamatnak ‘
tesz eleget. Ersdményink a kiindulési egyenletbdl is megkapha-
t6, amennyiben ott G- -ot elhanyagoljuk. ‘
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Ajénlott irodalom -

Az alabbiakban felsorolunk néhény olyan témakdrt, me~
lyet az €1826 fejezetekben nem érintetﬁﬁnk,.s ﬁégadjuk az
ezekkel kapesolatos legkénnyebben hozzaférhetd irodalhat;

",
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.

_ONSAGER, L. , MACHLUP, S.: Phys. Rev. 91, 1505, 1512 /1953/

GRABAM, R.: Qudntum Statistics in Optics and Solid State
Physics, Springér:Tracts in Modern Phjsics,'Vol. 66, p.l.
Springer Verlag, 1973.

GRAHAM, R,: Path Integral Mebthods in Nenequilibrium Thermo-
dynamice and Statictics, in Stochastic Processes in .
Nonequilibrium Systems, Lectﬁr? Notes in Physics g4,

p 83, eds.: L. Garrido, P. Seglar, P.J. Shepherd,
Sppingér Verlag, 19?8; .

Telefonvonalak foggalma; sorbanalissi problémék

BRETSCENEIDER, G.: in Cooperative Phenomena p. 283,
ed,: H, Haken, North Holland‘Pub}ishing Comzany,
1974, ‘ L




=,

PELLER, W.: Bevezetés a valésziniiségszénitasba és alkalma-
néseiba, Milszaki Eényviciads, 1978.

P4K4CS, L.: Introduction to the theory of Queues, Oxford
University Press, 1962, - ;

Nem természettudominyi alkalmazésok

WEIDLICH, ¥%.: Collective Phenomena 1, 51 /1972/

WEIDLICH, W.: in Cooperative Phenomena, ed.: H, Haken,
Horth Holland Publishing Coﬁpany,‘1974.

WEIDLICH, ¥., HAAG, G.: Collective Phenomena,
/megjelenéé alatf./ A

A stoghasztikus foivamatok és a kvantummechanika

kaposolata

FENYES, I.: Z. Paysik 132, 81 /1952/

NELSON, B.: Phys. Rev. 150, 1079 /19667

IA PENA, L.de: Phys. Lett. 27 4, 594 /1968/.

L4 PEfA, L.de ; CETTO, A.M.: J. Math. Phys. 18, 1612 /1977/




