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3. 1 dimenziés mozgasok, fazistér

3.1. Az 1 dimenziés mozgasok leirasa, a fazistér fogalma

1 dimenziés mozgas alatt egy tomegpont olyan mozgésat értjiik ebben a jegyzetben, ami egy
egyenes mentén torténik. Igy a tomegpont pozicidja egyetlen koordinataval jellemezhets, ezt a
koordinatat tipikusan z-szel jeloljiik. A tomegpont mozgasegyenlete igy a kovetkezd alaku:

mi = F(x,,t), (1)

ahol az F' erd egy elGjeles skaldrmennyiség, és az x koordinatatol, az & sebességtdl, valamint a
t 1d6tol fiigghet expliciten. Ha az erd csak a helytdl fligg: F' = F(x), tovabba az F'(x) fliggvény
integralhat6, akkor mindig definidlhatunk egy V' (z) potenciélfiiggvényt a kovetkezs modon':

V(r)=— /F(a:')dx', (2)

ahol xy egy tetszélegesen valasztott pont koordinataja. A mozgésegyenletet a potencial segit-
ségével felirva

. dV(z)
mi = —— (3)
adodik. Ez atalakithato az alabbiak szerint:
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Az els6bdl a masodik sor ugy kovetkezik, hogy x-et az id6 fliggvényének tekintjik, egy z(t)
fiiggvénynek, ami a mozgéasegyenlet megoldasa. Ennek megfelelGen az (5) alakban az idéderiva-
las a ténylegesen megvalosuldé mozgés soran jelentkezs idgbeli megvaltozast irja le. A (6) alak
igy azt jelenti, hogy a zardjelben 1évé mennyiség a megvaldsulé mozgas soran idében allando:

E = %mx’z +V(z) =T+ V = allando. (7)

Az E mennyiséget mechanikai energidnak nevezziik. A mechanikai energia a T kinetikus és a

V potencialis energia 6sszege. A (7) képlet a tovabbiak szempontjabol meghatarozo jelentGségt
lesz.

Valamely mozgas soran a kinetikus és a potencialis energia részesedése a teljes mechanikai

energiabol folyamatosan valtozik. V-t sziikségszertien meghatarozza a tomegpont x pozicidja,

LA potencial altaldnos definiciojaban szerepls vonalintegral 1 dimenzioban ,hagyomanyos” (Riemann-féle)
integralla egyszertisodik, ami két pont k6z6tt mindig egyértelmii.
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igy a T kinetikus energia is felirhato a hely fiiggvényében, ha az E mechanikai energia adott:
T = FE —V(z). A kinetikus energiabol a tomegpont sebessége is adodik:

lmx =FE—V(x), (8)

i=+ \/mE V(z)). (9)

Vagyis fel tudtuk irni az &(z) fiiggvényt, az elgjeltdl eltekintve egyértelmiien. Az elGjel, vagyis
a mozgas iranya a kinetikus energiabol természetesen nem kovetkezhet.

Adott E energia mellett ezt a fiiggvényt abrazolhatjuk is (1. abra, kék, ill. piros gorbe az also
grafikonon). Az &(z) fliggvény pozitiv és negativ adgéara egyiittesen ugy is tekinthetiink, mint

V(z)

Es

Eq

o1 (B2) |21 (Er) zpa(Er) zep3(E1) \@

7
=

1. abra. Egy V(z) potencialfiiggvény (felsé grafikon, fekete vonal), és a példaként tekintett
Ey, ill. Ej energiaszint mellett lejatszodo mozgas trajektoridja (a kék, ill. a piros gorbe) az
(z, &) sikban (als6 grafikon). A mozgés lejatszodasanak az iranyat nyil jeloli. A mozgas g,
forduldopontjainak a tulajdonsagait a széveg részletezi.

egy gorbe az (x,2) sikban, amit a (7) egyenlet, vagy annak atrendezett (9) alakja hataroz meg,
ha F adott. Az (x, %) sikot fazistérnek nevezziik. Jelent&ségét az adja, hogy ha ebben a sikban
kijeloliink egy pontot, és megvizsgaljuk, hogy a pontnak megfelels x és & kezdeti feltételekkel
milyen mozgas mehet végbe, akkor ez a mozgas egyértelmi lesz (hiszen a mozgéast éppen két
kezdeti feltétel hatarozza meg). Hogyan latjuk a mozgas lejatszodasat a fazistérben? Vegyiik
észre, hogy egy pont kijelolésével meghatarozzuk a potencialis és a kinetikus energiat (x, ill. &
értékén keresztiil), és igy a teljes ' mechanikai energiat is. Mivel a mechanikai energia a mozgas
soran allando, a mozgas a (7) |[vagy (9)] egyenlet altal meghatarozott gorbén fog végighaladni a
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a mozgas jobbra, a negativ & (als6) félsikon balra torténik (a sebesség definicioja szerint). A (9)
képlet szerint a trajtoria mindig szimmetrikus az x tengelyre.

Hol metszi a trajektéria az x tengelyt? Milyen x koordinatanal? Jeloljiik ezt zg-vel. A
metszéspont definici6 szerint ott van, ahol # = 0. Ekkor 7" = 0, vagyis (7) szerint

E = V(xg). (10)

Ez egy egyenlet wg-re, aminek lehet egy vagy tobb megoldésa, akar E-t6l fiiggéen. Fontos,
hogy a megoldés értéke mindig fiigg E-t6l. Az ilyen pontok jelentésége, amint az 1. abran
is lathato, abban rejlik, hogy ezek hatéaroljak a mozgas szaméra megengedett tartoméanyt. A
mozgas ugyanis csak ott mehet végbe, ahol

E >V(x), (11)

hiszen E—V =T = imi? > 0 kell legyen. A (11) feltételnek eleget tévs tartomanyokat tipiku-
san (10)-nak megfelels pontok hatéaroljak. A trajektorian lejatszodo mozgas szempontjabol ezek
fordulopontok: mivel az also félsik balra, a fols6 félsik pedig jobbra torténé mozgast ir le, az
egyik félsikrol a masikra vald dthaladas sziikségszertien a mozgas iranyanak a megvaltozéasaval
jar egyiitt (l4sd az 1. abrat).?

Az 1. abran megfigyelhetjiik, hogy a mozgas lehet korlatos és nem korlatos. Az el6bbi
esetben a mozgast balrél és jobbrol is fordulopont hatarolja, és a mozgas — miutan ,korbeért”
a trajektoran — onmagat ismétli, azaz periodikus.

Eszrevehetjiik, hogy a fazistérbeli trajektoria (7) vagy (9) egyenlete nem hordoz kézvetlen
informaciot a mozgas idgbeli lefolydsara vonatkozoan. Azonban ezek az egyenletek valjaban
egy elsérendi kozonséges differencialegyenletet képviselnek, ami az x(t) fliggvényre vonatkozik.
Kideriil, hogy az inverz t(z) fiiggvényt konnyebb kifejezni: & = da/dt felhasznalasaval és a (9)
alak reciprokat véve:

dt =+ ! , (12)
de 2(E—V(x))

SN / SHE S (13)

Az elGjel a mozgas iranyatol (7 elgjelétsl) fiigeg. Ez a képlet valojaban annak a kiszamitésara
alkalmas, hogy mennyi idébe telik eljutni valamilyen xy koordinatatol valamilyen ettdl eltérs x
koordinataba. Ha x¢-t megfeleltejiik egy periodikus mozgas bal oldali fordul6pontjanak (xpa),
z-et pedig ugyanezen mozgéas jobb oldali fordulopontjanak (zjon,), akkor éppen a periodikus
mozgas T}, periddusidejének kapjuk meg a felét. Azaz:

Zjobb
T, = V2m /

Thal

(14)

1
—da’.
VE-V()

’Ha az E = V() egyenldség nem izolalt pontokban (fordulépontokban), hanem egy folytonos intervallumon
teljesiil (ez az egyszertiség kedvéért legyen nyitott intervallum), akkor ezen intervallum tetszéleges pontjaban
tartézkodhat a témegpont, de a sebessége 0, és tetszdlegesen hosszi ideig 0 is marad, mivel ilyenkor a potencial
hely szerinti derivaltja is 0. Vagyis ilyenkor a témegpont nem mozog.
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3.2. A trajektoria grafikus felrajzolasarol

A fazistérbeli trajektoriat, azaz az &(z) tobbértékd fliggvényt, vagyis az (x, &) sikban a (7)
egyenlet altal meghatéarozott gorbét grafikus alapokon is felrajzolhatjuk, ha ismerjiik a V(x)
potencialfiiggvény grafikonjat, és ugyanezen az dbrén az E energia szintjét.

Ebben elsGsorban a (7) képlet fog segiteni, ha atrendezziik:

T=E-V. (15)

Tekintsiink valamilyen adott, tetszélegesen valasztott olyan xq helyet, ahol (11) szerint tartoz-
kodhat a tomegpont. Nézziik meg, hogy ha innen elindulunk mondjuk jobbra, akkor csokken
vagy né a kiilonbség az E szintje és a V() fliggvény kozott, ezt le tudjuk olvasni a grafikonrol.
Ha csokken, akkor a (15) képlet értelmében errefelé a T-nek szintén csékkennie kell, és a

@:iV@? (16)

osszefiiggés (a kinetikus energia definicidja) szerint ebben az iranyban az @ abszolutértéke is
csOkken. Eszerint a fazistér felsd felébe egy jobbra csokkend fliggvényt kell rajzolnunk, az also
felébe pedig ennek az = tengelyre tiikrozott parjat. A felsd és az alsd ag eszerint kozeledni fog
egymashoz. Ha az F és a V' (z) kozotti kiilonbség nem csokken, hanem né, akkor értelemszertien
T és ezért & is nG, és a rajzon ennek megfelGen a trajektoria fels§ és alsd aga tavolodni fog
egymastol. Ha visszatériink a véalasztott xy helyhez, és nem jobbra, hanem balra indulunk el,
akkor hasonlé megfontolasok alapjan rajzolhatjuk fel a fazistérbeli trajektoérianak az xg-tol balra
es6 részét. Ha nem frunk beosztast az @ tengelyre, akkor mindegy, hogy a trajektoridnak az
xo-beli értékét milyen & értékhez rajzoljuk.

Mi torténik akkor, ha a V(z) fiiggvény maximumaéahoz vagy minimumahoz érkeziink? Itt
T = E — V-nek minimuma, ill. maximuma van, igy (16) szerint a fazistérbeli @(x) fiiggvény is
ugyanigy viselkedik.

Es mi torténik, ha az E és a V kozotti kiilonbség elfogy? Ekkor az @ értelemszertien nullava
valik, itt van a mozgasnak fordulépontja. Olyan helyen, ahol a kiilénbség nemnulla, semmi-
képpen sem talalhatunk fordulépontot. Azokon a tartomanyokon pedig, ahol £ < V', vagyis T
negativ lenne, egyaltalan nem tartézkodhat a tomegpont, ide nem jut el a fazistérbeli trajekto-
ria.

Ha figyeliink arra is, hogy @(x) kiilonb6z8 extrémumainak az értéke egymashoz viszonyitva
kisebb vagy nagyobb (ami kivetkezik abbol, hogy az E és a V' kozotti kiilonbség kisebb vagy
nagyobb), akkor mindezen informéciok alapjan fel tudjuk rajzolni a fazistérbeli trajektoriat
kvalitative helyesen (vagyis gy, hogy a forduléopontjai és a szélsGértékei ,kvalitative” jo helyen
vannak, és minden részének a monotonitasa helyes).

A kovetkez6 hasonlat érthetébbé teszi a jelen szakaszt, és az egész fejezetet altalaban véve is:
A tomegpontnak van valamennyi pénze (F), és ahhoz, hogy valamilyen x helyen tartozkodjon,
V(x) pénzt letétbe kell helyeznie. A maradék pénzt (T-t) arra forditja, hogy 7 sebességgel
mozogjon. Mikozben elmozdul, visszakapja az eredeti x helyért adott V (z) letétet, és elhelyezi
az 0j x helyhez rendelt V(x) letétet. Ha a teljes E' pénzét letétbe helyezte, akkor nem mozog.
Ott pedig nem is tartozkodhat, ahol a tartézkodashoz sziikséges letétet nem tudja elGteremteni
(azaz V(z) > E).
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Példa

Tekintsiik a kovetkezd potencialt:
1

V(z) = =ka?,

(0) =3

ahol k > 0, és legyen E > 0. Adjuk meg a mozgas fordulopontjait! Irjuk fel a fazistérbeli
trajektoria koordinata-geometriai egyenletét, és nevezziik meg, milyen alakzatrol van szo! Adjuk
meg az x = 0 pontban mért (z = 0) sebességet! Mindennek alapjan rajzoljuk fel a fazistérbeli

trajektoriat!

A potencialfiiggvény a kovetkezdképpen néz ki (fekete vonal):

V(z)

A mechanikai energianak a feladat feltétele szerint felvett, pirossal bejel6lt szintjébdl leolvashato,
hogy a mozgasnak 2 fordulopontja van. A (10) egyenlet szerint:

1 2
E - §kxfp,

2K
Tp1,2 = F ?

A fazistérbeli trajektoria egyenlete a (7) kifejezésnek megfelelGen:

1 ., 1

—mi® + ~kz* = E.

me + 5 x

Ez egy ellipszis egyenlete [1]. A (7) kifejezés hasznalata a (9)-tel szemben gyakran azért el6nyos,
mert a gorbe tipusat konnyebb beldle leolvasni. A (9) alakbol viszont egyszerd behelyettesitéssel
adodik az x = 0 pontban mért sebesség:

i(x:O):i\/%(E—V(x:m) :i\/% (E—%kﬂ?) :i\/%.

Fontos, hogy a sebesség mindkét elGjelet felveheti. A fazistérbeli trajektoria mindezek alapjan
igy néz ki (also grafikon):




Drétos G.: Fejezetek az elméleti mechanikabol 3. rész

V()
FE
JE JE .
T

2F

A
N

)
T

3

Hivatkozasok
[1] Koordinata-geometriai segitség:

e Ellipszis: http://mathworld.wolfram.com/Ellipse.html, (12) egyenlet
e Hiperbola: http://mathworld.wolfram.com/Hyperbola.html, (8) egyenlet
e Fekvd” parabola: http://mathworld.wolfram.com/Parabola.html, (5) egyenlet

http://theorphys.elte.hu/~“drotos/



