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5. Centralis mozgas

5.1. Centralis mozgas, effektiv radialis potencial

Centralis mozgasrol akkor beszéliink, ha a mozgés olyan potencialban torténik, amely kizarolag
az orig6tol mért tavolsagtol fiigg!:

V() =V(r). (1)
A potencialra ilyenkor szintén azt mondjuk, hogy centralis.

A centralis mozgas mindig sikmozgas, ezt Newton-képben (tehét a mechanika ,hagyomanyos”
megfogalmazasaban, erdk és forgatonyomatékok hasznaltaval) lehet a legkénnyebben belatni.
Tekintsiik elGszor a centralis potencialhoz rendelhets erét. Ennek a nagysaga szintén csak az
origdtol mért tavolsagtol fiigg, és irdnya radiélis:
-

Itt e, a vizsgalt pontra vonatkozé radialis irdnya egységvektor. Az eré radialis irdnyanak a
kévetkezménye, hogy az N impulzusmomentum megmarad:
dN oV (r) oV (r)

E—I‘XF:— 5 rxer:—TTerxerzo, (3)

mivel egy vektornak az 6nmagaval vett vektorialis szorzata 0. Az impulzusmomentum definicidja
szerint tehat

F(r) = —gradV(r) = — e (2)

mr x v = N = allando. (4)

A vektorialis szorzat tulajdonsagai miatt r és v is merélegesek N-re, egy allando iranya vektorra.
Ez csak ugy lehetséges, ha r és v az N-re meréleges sikban maradnak a mozgés sordn mindvégig.
Vagyis a tomegpont centralis potencialban sikmozgdst végez.

A tovabbiakban elegendd a mozgas sikjaban vizsgalni a dinamikat. A mozgasegyenlete-
ket Newton- és Lagrange-képben is konnyen fel tudjuk irni, az alabbiakban mindkét levezetés
olvashato.

A) Newton-képben

A centrélis potencialhoz rendelhetd erd radialis, ill. tangencialis komponense a kovetkezs:

oV (r)
F,=—" 5
or (52)
F,=0. (5b)
A gyorsulés radialis, ill. tangencialis komponense?:
a, =7 — rg?, (6a)
ap, =T1P + 2. (6b)

'Elvileg elegendd, ha a potencial kizarélag valamely adott ponttél mért tavolsagtol fiigg, mi azonban mindig
ebben az adott pontban helyezziik el a koordinata-rendszeriink origojat.

2A levezetés megegyezik a gyorsulasnak a hengerkoordinata-rendszerbeli komponenseire vonatkozé levezetés-
sel, ha elhagyjuk a z komponenst, lasd példaul: http://arpad.elte.hu/"bene/elmfiz1/01/1b_eloadas.html.
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A mozgasegyenlet két komponense tehat:

. ; oV (r)
2
_ - _ 7
mit — mrg o (7a)
mrg + 2mrg = 0. (7b)
Ez a két egyenlet hatarozza meg a mozgést.
A (7b) komponenst atirva:
mr?p 4+ 2mrig = 0, (8)
d .
T (mr?¢) = 0. (9)

A (9) egyenlet zardjelében szerepld kifejezés, amit konvencio szerint N-nel jelolink, idében
tehat allando?:
N = mr?p = allandé. (10)

B) Lagrange-képben

A Lagrange-formalizust minden akadaly nélkiil alkalmazhatjuk a probléméra, az alabb
olvashat6 gondolatmenet a VI. részben részletezett szisztémat koveti.

1.) A vizsgalt tomegpont sikbeli mozgasat két valtozoval tudjuk jellemezni. Az egysze-
riiség kedvéeért legyenek ezek az x és az y koordinata.
2.) Kényszer nincs a rendszerben.

3.) Két altalanos koordinatat kell valasztanunk, legyenek ezek az r radialis koordinata
és a @ poléarszog.

4.)
T =7rcosyp, T =1Ccosy—rsinpyp,
y=rsing, Y =7rsny41rcospy.
5.)
1 .9 .9 1 -2 2.2
Tzim(x + v ) :§m(r +r gp)
(azonnal is irhato: radialis és tangencialis sebességkomponensek négyzetosszege),
V =V(r)

(csak annyit tesziink fel, hogy ¢-t6l nem fligg és r-t6l fiigghet),

L:T—V:%m(f2+r2¢2)—V(T).

3Ez lényegében Kepler II. térvénye: a vezérsugar altal egy infinitezimalis dt idS alatt strolt dA teriiletet az
% -1 - rdp képlettel szamithatjuk ki, igy %—‘? = allandé ekvivalens azzal, hogy r?¢ = allando.
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6.) A szamunkra fontos derivaltak:

oL L, OV d <8L> )
=mry° — =mr,

or or’ dt \ or
oL oL
— =0 — =mrip.
9 , 9 mrep
Innen az FEuler-Lagrange-egyenletek:
. oV (r)
= mrp? — 2 11
mi = mre 5 (11a)
mr?p = &llando, (11b)

Megkaptuk tehat a fizikai rendszeriink mozgéasegyenleteit. Ha a ¢ altaldnos koordinatahoz
tartozo altalanos impulzust, a konvenciot kévetve, N-nel jeloljiik:
e 9

N:—a—sb:mrgb, (12)

akkor a (11b) Euler-Lagrange-egyenlet egyszertien igy irhato:

N = éallando . (13)

Ko6nnyen belathato, hogy N éppen az impulzusmomentum-vektornak a sikra merdéleges
(egyetlen nemnulla) komponense. Mint ilyen, N elGjeles mennyiség, és N abszolutértéke meg-
egyezik az impulzusmomentum-vektor hosszaval:

[N| = INJ. (14)

A levezetésrdl és az elGjelekrsl bévebb informacié a kiilon letélthets Filiggelékben olvashato.

N a mondottak szerint a mozgés soran allando, igy a tovabbiakban egy, a kezdeti feltételek
altal meghatéarozott konstansként tekintiink ra. A (10), ill. (12) definiciobol kifejezhetjiik ¢-ot
ezen konstans, a tomegpont m tomege és az r valtozo fiiggvényeként:

N

= —— 15
b=—3, (15)

és ezt felhasznalhatjuk a (7a), ill. (11a) mozgasegyenlet-komponensben:

. . oV (r)
2
- - 1
mi = mre 5 (16)
. N2 9V(r)
mit = = = (17)
N2 9V(r)
= . 1
i —— or (18)

Tekintve, hogy N allando (de csak ezért!), (18) egy zdrt, bnmagaban megoldhato differencial-
egyenlet az r(t) fliggvényre. A radialis iranyt mozgast tehat a tangencialis irdny vizsgéalata nélkiil
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le tudjuk irni. S6t, ennél tébbet is mondhatunk: a (18) egyenlet olyan alaki, mint egy m tomegii
tomegpont 1 dimenziés mozgasat meghatarozd mozgéasegyenlet, amiben a —dV (r)/0r erén ki-
viil egy ,latszolagos”, valojaban a tehetetlenségi erck csaladjaba tartozo erd, az Fop = N2/(mr3)
centrifugalis erd is megjelenik. Lényeges kiilonbség egy altalanos 1 dimenziés mozgéshoz képest,
hogy a helykoordinata itt nem a teljes szamegyenesen, hanem csak a pozitiv féltengelyen van
értelmezve: r definici6 szerint az orig6tél mért tavolsag, igy r > 0.

(18) jobb oldalat tovabbalakitva:

mit = —% ( N V(r)) : (19)

2mr?

Eszerint definidlhatunk egy effektiv potencialt mint egy centrifugalis tag és a valdodi potencial

Osszegét:
2

Ve (1)

és a radidlis mozgasra tekinthetiink tgy, mint egy tomegpontnak a Vg effektiv potencialban
torténd 1 dimenziés mozgasara:

+V(r), (20)

2mr?

8‘/91{ (r )
my = ———. 21
or (21)
Igy a radialis mozgas tulajdonsagait az 1 dimenzios mozgasoknal megismert altalanos modsze-
rekkel jellemezhetjiik.
A mozgas teljes leirasahoz az r(t) fiiggvény mellett sziikség van a o(t) fiiggvényre is. Ha az

r(t) fiiggvényt mar ismerjiik, akkor ¢(t) egyszertien a (15) képlet integralasaval adodik:

o0 = elto)+ o [ ot (22)

ahol felhasznéltuk, hogy N idében allandé.
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5.2. Korpalya, kis rezgések

A mozgas vizsgalatat az el6z6 szakaszban mondottak szerint érdemes a radialis komponenssel
kezdeni. A radidlis iranyt mozgas szempontjabol alapvets fontossagu az effektiv potencial
N?/(2mr?) centrifugalis tagja: ez hosszu tavon (nagy r-re) lecsengd, de az origonél divergalo
fiiggvény (la. abra). A vizsgalt V (r) valodi potencial hosszu tavon altalaban szintén lecseng.
Ha V(r) taszito jellegt, akkor V.g(r) monoton csokkend fiiggvény (1b. abra). Ha V(r) vonzo
és er6s’, akkor Vig(r)-nek tipikusan csticsa van (lc. dbra), mig vonzo és ,,gyenge” V(1) mellett
tipikusan egy godor alakul ki Vig(r)-ben (1d. abra). Ez utobbi esetben E < 0-ra az r valtozoban
korlatos mozgas, rezgés alakul ki, azaz az r(t) fiiggvény periodikus. Ne felejtsiik el, hogy ez a
teljes (x,y) sikban [mas jeloléssel (r, ) sikban| térténd mozgas szempontjabol annyit jelent,
hogy a tomegpont periodikusan kozelebb és tavolabb keriil az origétol.

N* Vet (1)

2mr?2

Verr (7) Ve (r)

(a) (b) () (d)

1. abra. (a): A centrifugélis potencialtag 6nmagaban abrazolva. (b)-(d): Az effektiv potencial
(b) taszito, (c) vonzo és ,erds”, valamint (d) vonzd és ,gyenge” valodi potencial mellett. A
sziirke szaggatott, ill. pontozott vonal a példakhoz felhasznalt valodi potenciélt, ill. centrifugélis
potencialtagot mutatja.

Legyen a Vg (r) potencidlnak szélsGértéke az r* helyen. Az 1 dimenzids mozgéasokra vonat-
kozo ismereteink alapjan tudjuk, hogy az r valtozo szempontjabol ez egy egyensulyi hely: ha a
tomegpont az r* helyen tartézkodik, és 7 = 0, akkor a tomegpont r*-ban is marad:

r(t) =r*. (23)

Mit jelent ez az (r, ¢) sikbeli mozgasra nézve? r(t) = r* = allando6 annyit tesz, hogy a témegpont
az origdtol mindig ugyanolyan tdvolsdgban taldlhatéo meg. Az ilyen pontok halmaza a sikban
éppen az origd koriili r* sugara kor. Azt varjuk tehat, hogy a témegpont ebben az esetben
korpalyan halad.

Nézziik meg, hogy r(t) = r* mellett mit kapunk a ¢(t) fliggvényre! (22) alapjan:

t
N [1 N
o(0) = olto) + 5 [ St = lt) + -t~ ), (24)
to

hiszen r* egy konstans mennyiség. Azt talaltuk tehat, hogy ¢ id6ben egyenletesen né, mikézben
r alland6. Ez nem mas, mint egy egyenletes kormozgds (2. abra, kék vonal). A kormozgés



Drétos G.: Fejezetek az elméleti mechanikabol 5. rész 6

szogsebessége:
N

h— 25
UL (25)

akar (24)-at derivaljuk, akar (15)-be helyettesitiink be. Erre az értékre vezessiik be az Q* jelolést:
N

*2°

QF =

(26)

mr

2. abra. r* sugaru egyenletes kormozgas palyaja (kék vonal), és egy korpalya koriili kis rezgés
palyajanak egy szakasza (piros vonal).

7* mint a radidlis iranyt mozgas egyensulyi pontja lehet stabil vagy instabil, 9?Veg(r)/0r?| _ .
elgjelétsl fiiggSen. Ha stabil, akkor létrejohetnek koriilotte kis rezgések,

Y 1 9*Ver(r)
S \Im Or2

korfrekvenciaval. Az r valtozo kis rezgései — mint kozeledés és tavolodas az origdtol — az (r, )
sikban az r* sugara kor koriilotti ingadozasnak felelnek meg (2. &bra, piros vonal). Az r valtozd
idofiiggésének koszonhetden a (15) képlet szerint a ¢ szogsebesség is id6fiiggs lesz (ez egyébként
éppen a teriileti sebesség megmaradasat illusztralja).

Belathato, hogy a kis rezgésekhez rendelhets ¢ szogsebesség a kormozgas €2* szogsebessége
koriil ingadozik, és az ingadozas idGbeli iitemét ebben az esetben is az w korfrekvencia irja le.
Ennek a kovetkezménye, hogy a kis rezgésekhez rendelhets (r,¢) sikbeli palya (mint amilyen
a 2. abra piros vonala) akkor zdrddik, ha az * mennyiség és az w korfrekvencia aranya felirhato
két egész szam hanyadosaként, azaz racionélis. Ez a gondolatmenet azonban semmit nem mond
el azoknak a pélydknak a zarodasarol, amelyek nem kellGen kis amplitidoval ingadoznak az r*
sugaru kor koriil.

(27)

r=r*

http://theorphys.elte.hu/~“drotos/



