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4. Kis rezgések

4.1. Egyenstlyi pont, stabilitas

Egyenstlyi pontnak az olyan r* pontokat nevezziik valamely koordinéta-rendszerben, ahol a
vizsgéalt tomegpont gyorsulasa 0. Ha a tomegpont egy ilyen pontban tartézkodik, és nincs
sebessége, akkor a tovabbiakban is ott fog maradni. 1 dimenziés mozgasok esetében az x*-gal
jelolt egyensilyi pontok definicioja igy irhato:

mi|m:m* = O’ (1)

amibdl a mozgasegyenlet szerint a kovetkezd feltétel adodik:

V)|
@ | 2)

Ez a képlet mas megfogalmazasban azt jelenti, hogy egyenstulyi pontban a potencidlnak szélsé-
értéke kell legyen (vagy inflexios pontja).

Az 1. abran két, dinamikai szempontbol alapvet&en kiilonb6zé egyensilyi pont lathato.
Tekintsiik el6szor az x5 egyensulyi pontot, és tegytik fel, hogy benne tartézkodik a tomegpont.

V(z)

1. abra. Egy V(x) potencialfiiggvény két egyenstlyi ponttal. Az z] egyensilyi pont stabil, az
x5 instabil.

Mi torténik akkor, ha a témegpontot kis mértékben elmozditjuk? Ekkor a potencial derivaltja,
azaz a tomegpontra hato er nem lesz 0. Ha a tomegpontot balra mozditottuk ki, akkor F'(z) =
—dV/dx < 0, azaz az er6 negativ irdnyban hat, ami a tomegpontot az z% egyensulyi ponttol
tavolitja. Az er6 hasonlé modon tavolit az % jobb oldalan is. Az ilyen tipust egyensilyi pontot
instabilnak nevezziik. Az instabilitds matematikai feltétele, hogy a potenciélfiiggvény mésodik
derivaltja az egyensulyi pontban negativ legyen:

d*V(x)

2 < 0. (3)

r=x*

Az &bra z7 egyensilyi pontja viszont masmilyen: stabil. Stabil egyensilyi pontot akkor kapunk,

ha
d?V(x)

dz?

> 0. (4)

r=x*
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I[lyenkor létezik az egyensiilyi pontnak olyan kdrnyezete, amiben a témegpontra hato erd vissza-
térits iranyt. Ez lehet6vé teszi, hogy a tomegpont ebben a kérnyezetben rezgdmozgdst végezzen,
amit a 2. dbra szemléltet.

V(x)

-
—

2. abra. Fels6 grafikon: egy V(x) potencialfiiggvény stabil egyensulyi ponttal. A jelolt F
mechanikai energiaval a tomegpont az egyensulyi pont koriil rezeg, ahogyan ez a vonatkozo
fazistérbeli trajektoriabol is leolvashato (also grafikon).

4.2. Stabil egyensilyi pont koriili kis rezgések

Lattuk tehat, hogy stabil egyensulyi pont valamely koérnyezetében oszcillacio (rezgémozgés)
mehet véghe. Ha ennek kicsi az amplitudoja, vagyis a tomegpont a mozgas soran nem tavolodik
el tulsdgosan az x* egyensulyi ponttol, akkor a V' (z) potencialt jol kozelithetjiik annak vezetd
rendig tekintett Taylor-soraval:

Vi(z) = V(z") + di(;(cx) N (x —a7) % d d‘;g:c) N (z —2*)?
V) +y D @ 5)

Az z-ben lineéris tag egylitthatoja, azaz a potenciél elss derivaltja egyensilyi pontban (2) szerint
0. A konstans V(2*) tagnak nincs jelentGsége, az nem jelenik meg a mozgasegyenletben. Igy
kénnyen észrevehetd, hogy az (5) kifejezés éppen egy x*-ban elhelyezett harmonikus oszcillator
potencialja (lasd Fiiggelék.0, (8) képlet). A rugoallando megfeleltethets a potencial méasodik
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derivaltjanak az egyenstlyi pontban:

d*V(x)

kj p—
dz?

(6)

T=x*

Azt talaltuk tehat, hogy egy témegpontnak valamely tipikus stabil egyenstilyi pont koriil
végzett kis amplitadoji rezgése kozelitSleg harmonikus rezgdmozgds, amelynek a korfrekvenciaja
a Fliggelék.0 (18) képlete szerint

o / d2V(x
N m dx2

Az egyetlen kivétel, atipikus eset, amikor ez nem igy van, a d* V(z)/d2?|,_ . = 0 helyzet. Az (5)
kifejezésben hallgatolagosan feltételeztiik, hogy a méasodik derivalt nem tiinik el az egyensulyi
pontban. Ha eltiinik, akkor a sorfejtésben tovabb kell menniink, és az igy ad6do rezgémozgés
nem lesz harmonikus.

A tipikus esetrdl mondottakat grafikusan a 3. abran kovethetjiik. A stabil egyensilyi pontot
a kornyezetében kialakuld fazistérbeli struktira miatt elliptikus pontnak is szokas nevezni.

(7)

—x*

V(z)

N i

_/

3. abra. Felss grafikon: a V(x) potencialfiiggvényt (fekete vonal) az x* stabil egyenstlyi pont
koriil parabolaval kozelithetjiik (vilagoskék vonal). Ha az E mechanikai energia nem til nagy
(kovetkezésképpen a rezgés amplitidoja sem), akkor a tomegpont trajektoridja a fazistérben
(piros vonal, also grafikon) jol kozelithetd ellipszissel (vilagoskék vonal).
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Példa

Tekintsiik a kovetkezs, az x € [0, A) intervallumon értelmezett potencialt:

2
V(z) = Vysin (wa) :

ahol Vo, A > 0. Adjuk meg az egyensulyi pontok helyét, és vizsgaljuk meg a stabilitasukat!
Hatarozzuk meg a stabil egyenstlyi pontok koril kialakuld kis rezgések korfekvenciajat!

A potencialfiiggvény alakja a kdvetkezs:
V(z)
‘/b i

Az egyensilyi pontok helyének a meghatarozasahoz ki kell szamitani a potencidlfiiggvény deri-

valtjat:
dV(x) 27 27
m;—%T“%TQ-

Innen az egyensulyi pontok:

dV{(zx)

=0
dl’ r=x* ’
2 2
VOT7r cos (Tﬂz*) =0.
Ennek két megoldasa van:
. AT A
€T = — = —
o2 4
. A3m 3\
:C2 = — = -,
2m 2 4

Osszhangban az abraval. A stabilitas vizsgalatahoz sziikségiink van a potencial masodik deri-

valtjara:
2V (z or\> . (2«
mé):‘%(7)5m<7w)'
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Az egyenstlyi pontokban:

A2V (z) or\? . (27 A 271\ >

T () e (55) = (R) <o
d?V(z) or\? . (27 3\ 21\ ?
i, () e (55) =6 (3) o

Tehat z7 instabil, x} stabil, ahogyan az abra alapjan varhattuk is. 3 koriil kialakulhatnak kis

rezgések, ezek korfrekvenciaja:
_ Ly (2 > o [V
I “Vm P\x ) T AV me

L 1 d?V(z)
“\Im dx?

Fuggelék: A harmonikus oszcillator korfrekvenciaja

Az 1 dimenzi6s harmonikus oszcillator (az el6z6 6sszefoglald kidolgozott példaja) kiemelkedd
jelentdségii fizikai rendszer. Lényeges tulajdonsiga, hogy a periddusideje (és igy a korfrekven-
cidja) egzaktul kiszamithato, a I11. rész (14) képletének a segitségével. A teljesség kedvéért ezt
a szamitast az aldbbiakban részletezem, de az anyag tobbi részének a megértéséhez elegends a
potencidlalaknak és a levezetés eredményének az ismerete.

A harmonikus oszcillator potencialfiiggvénye altalanosan a kovetkezs alaku:

V(z)=Vo+ %k(z —a)? (8)

ahol £ > 0. A Vj konstans potencialtag és a parabola minimumpontjanak az a helye nem
jatszik lényeges szerepet, a harmonikus oszcillator potencialjabol ezek mindig eltiintetheték, ha
megfelelGen valasztjuk meg a koordindta-rendszeriink origdjat és a potencidl nullszintjét. A
tovabbiakban ezért a kovetkezd alakot fogjuk hasznalni:

V(z) = %lm? 9)

A periddusidé kiszamitasanak érdekében elGszor fel kell idézniink, hogy adott £ > 0 mechanikai
energia mellett hol vannak a (9) potencial fordulopontjai:

[2F
Tp12 = F ? (10)
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A periodusidének a fentebb hivatkozott képlete szerint:
Tfp 2

Tfp 1

Eljiink a kovetkezd valtozocserével:

[k,
U = arcsin —XT
2F ’

igy

A hatarok igy alakulnak:

(11)

(12)
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Behelyettesitve mindezeket (11)-be:
V2m /2 1 [2E
T, = — cosudu
VE JoV1= sinu VK

s
2

V2m |2FE 1 d
=1/ — cos u du
VE k Ccos U

[VE]

=2my/ —. (17)

Eljutottunk tehat a harmonikus oszcillator periddusidejének a jol ismert képletéhez. Figyelem-
remélto, hogy a periodusidé nem fiigg az E mechanikai energiatol, és igy, a (10) Osszefiiggés
értelmében, a rezgés amplitudojatol sem. A korfekvencia innen mar egyszertien adodik:

E "

&
I
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