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8. Merevtestek

8.1. A merevtest definicidja

Egy merevtestet leirhatunk pontrendszerként vagy folytonos témegeloszlasu testként. Pontrend-
szerként N darab kiilonb6z6 tomegpont egyiitteseként gondolunk ra, ahol minden témegpontnak
sajat tomege és helyvekora van: my, ill. ry, ahol k € {1,..., N}. Folytonos tomegeloszlas esetén
egy p(r) striségvektor mondja meg, hogy a test valamely r pontjaban mekkora a test stirtisége.
A merevtest definicioja szerint a merevtest két tetszéleges pontja idében allando tavolsédgra van
egymastol: pontrendszerként

lr, —r;| = allando Vk,l € {1,...,N}, (1)
ill. folytonos tomegeloszlas mellett
lr — 1’| = alland6  Vr,r' €V, (2)

ahol V' a test kiterjedését jeloli. A tovabbiakban a pontrendszer-leirast fogjuk hasznalni, de
minden meggondolas ugyanigy miikddik folytonos tomegeloszlassal is.

8.2. Vezetési pont, szogsebesség
Egy merevtest poziciojat igy tudjuk jellemezni, hogy megadjuk

e cgy tetszGlegesen kivalasztott pontjanak, az Gn. vezetési pontnak a helyét (ez térben 3,
sikmozgasnal 2 koordinata), és

e azt, hogy a test mennyire van elforgatva valamilyen referencia-helyzethez viszonyitva (ez
térben 3, sikmozgasnal 1 adat, példaul 3, ill. 1 szog).

Ez térben Osszesen 6, sikban 3 adat. Elméleti szinten az (1) képlet biztositja, hogy ezen adatok
ismeretében méar a testhez tartozo barmely tomegpont helyét meg tudjuk adni. Anélkiil, hogy
minden allitast matematikai szinten beldtnénk, az aldbbiakban végignéziink egy ezzel kapcso-
latos gondolatmenetet, amelynek az eredményeként a testhez tartoz6 témegpontok sebességét
tudjuk egyszerten felirni. Ehhez, amint latni fogjuk,

e a vezetési pont sebességvektorara (térben 3, sikmozgasnal 2 adatot jelent), és
e cgy szogsebességvektorra (térben 3, sikmozgasnal 1 adattal jellemezhetd)

lesz sziikségiink.

Ha definidlunk egy K koordindta-rendszert, amelynek az origojat a (tetszolegesen kivalasz-
tott) vezetési pontban helyezziik el, akkor a testhez tartozo tetszdleges (k-adik) tomegpont ry
helyvektora (egy kiils6, K koordinata-rendszerben) formalisan a kévetkezs képlettel irhato fel:

ry =g+ Iy, (3)

ahol rg a vezetési pont helyvektora a K rendszerben, r;, pedig a vizsgalt tomegpont helyvektora
a K rendszerben (lasd az abrat).
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A gondolatmenet segitségével csak az egyes tomegpontok sebességét szeretnénk felirni. En-
nek érdekében a (3) képletet id6 szerint lederivaljuk. Formalisan:

Vi = Vo + Vi, (4)

ahol v; a tomegpont sebessége a K rendszerben, v, a vezetési pont sebessége a K rendszerben,
6s v, a vizsgalt tomegpont sebessége a K rendszerben. Mivel ry maga is pontja a merevtestnek,
T a test két pontja kozott felirt kiillonbségvektor. Az ilyen vektorok hossza (1) szerint id6ben
allando. Ezt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a tomegpont a K rendszer origdjatol mindig
adott tavolsagban van. Ez azt jelenti, hogy a tomegpont a K rendszerben minden pillanatban
valamilyen kérmozgdst végez. Az ilyen mozgés sebességét mindig egy szogsebességvektornak és
az adott pontba mutaté helyvektornak a vektorialis szorzataként irhatjuk fel, vagyis

Az w szogsebességvektor az adott pillanatban érvényes kormozgas forgastengelyének az ira-
nyaba mutat (a forgastengely értelemszertien atmegy K origdjan). A tomegpont mozgasa soran
azonban a szogsebességvektor irdanya és nagysaga is valtozhat, egy adott w vektorral leirt kor-
mozgas altalanosan csak egy adott pillatban érvényes. Ha az (5) képletet behelyettesitjiik a (4)
kifejezésbe, a tomegpont teljes, K rendszerbeli sebességvektorara a kévetkezst kapjuk:

Vi = Vg + w X Ty. (6)

“, e,

megpontjara (minden k-ra) egyforma. Joggal mondhatjuk tehat, hogy w a mervetest szogse-
bességvektora. Arra is van tétel tovabba, hogy w nem fiigg a vezetési pont megudlasztdsatol,
mozogjon barhogyan is a merevtest. (v( sajnos nem rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal.) w-t
fel szokas bontani ,nagysagra” és ,irdanyra’:

w = wn, (7)

ahol n egy olyan egységvektor, ami a pillanatnyi forgastengely iranyaba mutat, w pedig a
pillanatnyi szogsebesség (el§jeles) nagysaga.

A (6) képlet szerint tehat egy tetszSleges tomegpont sebessége a vezetési pont v sebességére
és a vezetési pont koriili forgasra bonthaté fel. Mivel a vezetési pont v sebessége a test minden
tomegpontjanak a sebességében egyforman megjelenik, és a vezetési pont koriil mar csak forgas
torténik, ugy is fogalmazhatunk, hogy a vezetési pont a test transzlaciojat (haladé mozgasat)
jellemzi.
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8.3. Kinetikus energia

Most irjuk fel a test kinetikus energiajat a (6) képlet felhasznéalasavall A merevtest kinetikus
energidja az azt alkoto egyes tomegpontok kinetikus energidinak az 6sszegeként adodik:
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Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket: legyen M a merevtest teljes tomege:

M = ka, (9)
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és legyen rrkp a merevtest tomegkozéppontja a K rendszerben:

S mgEy S My,

Ir'Tkp - Zg:1 - = i . (10)
Ezeket beirva (8)-be:
1 N
T:§Mv0+v0<w>< MrTKp>+Z{ mkwxrk)]. (11)
k=1

Belathato, hogy az utolso tag ilyen alakban irhato:

k=1

ahol © a VII. részben bevezetett tehetetlenségi tenzor!:

Oy = Y my (Fpdy; — (F)i(Pe);) 4,5 € {1,2,3}. (13)

IFolytonos témegeloszlas mellett a jelenlegi jelolésekkel:

©;5 = /p(f) (728,; — 77;) A%, i,j € {1,2,3}.
1%
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A tehetetlenségi tenzor tehat valamilyen adott K koordinata-rendszerre vonatkozik és ebben
szamitando. Mivel a K koordinita-rendszer origbja a merevtest vezetési pontja, ez annyit
jelent, hogy ilyenkor a K koordinata-rendszer origojan atmend forgastengelyt vizsgalunk. A
kinetikus energia végss alakja (13) behelyettesitésével:

1 1
T = SMv +vo(w x (Migr) ) + 5wOw. (14)

c stz

kinetkus energia, a harmadik tag a forgasi energia, a masodik tag pedig az un. kolcsonos
kinetikus energia.

8.4. A kinetikus energia egyszertiibb alakjai

JelentGsen megkonnyiti a kinetkus energia felirasat, ha a kolcsonos energiatag 0. Ezt a vezetési
pont kétféle megvalasztasaval érhetjiik el:

e ha a vezetési pont nem mozog: vy = 0, vagy

e ha a vezetési pont, azaz a K rendszer origdja a merevtest tomegkozéppontjaban van, ekkor
rrgp = 0.
Az utoébbi vélasztas mindig a rendelkezésiinkre all, és barmilyen problémat meg tudunk oldani

agy is, ha mindig csak ezt hasznaljuk.
Ha a kolcsonos energiatag eltiinik, akkor a kinetikus energia a

1 1
T = EMV(Q) + EwG)w (15)

alakra egyszertisodik. Lathato, hogy a kinetikus energia ekkor csak a kévetkezd valtozoktol fligg:
e a vezetési pont vy sebességétsl, és
e a forgas w szogsebességvektoratol.

A kinetikus energia felirdsahoz ekkor ismerniink kell a merevtest M tomegét és a vélaszott
vezetési pontra vonatkozd © tenzort.
A kinetikus energiat a szogsebességvektor (7) felbontasaval még hasznosabb alakba is irhat-
juk:
Lo o 1 2

Lathato, hogy ebben az esetben
e a vezetési pont vy sebessége,
e a forgas w szogsebessége és

e a forgastengely n irdnyvektora
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lesznek a valtozok. Abban a kiilonleges esetben, amikor a forgastengely iranya rogzitett, vagyis
az n vektor allando, csak a tobbi mennyiség lesz valodi valtozo. Ekkor definidlhatjuk az adott
tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékot is, ami egy skaldrmennyiség:

On :=nOn. (17)

A kozépiskolas Négyjegyii fiiggvénytablazatok. .. c. kotetben ezt a mennyiséget taldljuk meg
konkrét (tipikusan homogén) testekre és konkrét forgastengelyekre kiszamitva a test paraméte-
reinek a fliggvényében. A kinetikus energia ezzel:

1

1
T = 5Mv%; + §@nw2. (18)

8.5. Merevtestek sikmozgasa

Ha a mervtest mozgasa egy sikra korlatozodik (azaz a harmadik térbeli iranyban nincs mozgas,
ilyen tipusu pl. az Osszes kiskocsis példa), akkor az n forgastengely iranya adott és idében
allando: mergleges a sikra. Ilyenkor (a vezetési pont megfelel6 megvélasztasa mellett!) a (18)
Osszefiiggést hasznélhatjuk a kinetikus energia felirdsara. Ebben valtozoként a

e a vezetési pont vy sebessége jelenik meg, ennek ilyenkor 2 komponense van, és
e a forgas w szogsebessége, ez 1 tovabbi adat.

Sikban tehét erre a 3 valtozora van sziikségiink a kinetikus energia felirasahoz. Ezek a kévekezd
mennyiségek iddderivaltjaiként adoédnak:

e a vezetési pont vy sebessége a vezetési pont ry helyvektoranak az idéderivaltja,

e a forgas w szogsebessége egy ¢ szog iddderivaltja: w = ¢. FEz a ¢ sz0g azt mutatja
meg, hogy mennyire van elforgatva a test valamilyen (tetszéleges vélasztott) referencia-
helyzethez képest.

Ha tekintjiik az ro vektor 2 komponensét (vagyis a vezetési pont két koordinatajat) és az egyediili
© szoget, ez Osszesen tovabbra is 3 valtozo. Ha a Lagrange-formalizmust szeretnénk hasznalni,
ezt a hidrom valtozot kell kifejezniink a problémankban vélasztott altalanos koordinatak se-
gitségével. Ez a 3 valtozo valojaban megfelel a 8.2. fejezet elején felsoroltaknak: ezek teljes

A kinetikus energia felirdsa tehét a fentiek szerint valésithaté meg. A Lagrange-formalizmus
hasznélatahoz sziikséglink van még a potenciélis energiara is. Egy merevtest potencidlis ener-
giajat gravitacios erétérben a merevtest tomegkozéppontjanak a helyével tudjuk kifejezni. Ha
voltunk olyan elérelatoak, hogy a merevtest vezetési pontjat a test tomegkdzéppontjaban valasz-
tottuk, akkor ez nem jelent Gijonnan megjelené valtozokat, hiszen a vezetési pont koordinatéit
maéar a kinetikus energia felirasanal szamba vettiik.

http://theorphys.elte.hu/~drotos/



