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2. Konzervativ erd, potencial, vonalintegral

2.1. Konzervativ erd, potencial

Egy tomegpont mozgasat a newtoni mechanikdban a kdvetkezs alakt mozgasegyenlet hatérozza
meg:
mi = F(r,r,t),

ahol r a tomegpont helyvektora, m a tomege, F pedig a ra hato erék eredGje. Ez az egyenlet egy
méasodrend kozonséges differencidlegyenlet az r(t) fliggvényre (pontosabban egy differencialegyenlet-
rendszer az r(t) egyes vektorkomponenseire, az z(t), y(t) és z(t) fiiggvényekre Descartes-féle
koordinatarendszerben). A jobb oldalon szerepls erd fiigghet a tomegpont helyétsl (pl. rugo-
erd), a tomegpont sebességétdl (pl. kozegellenallasi erd), és akar kozvetleniil az id6tol is (ezek a
gerjesztett rendszerek).!

Kiilonleges jelentsége van azoknak az erGknek, amelyek csak a helytdl fiiggenek: F = F(r),
ezeket erGtereknek nevezziik. Ha létezik olyan V(r) skalarértékd fliggvény, amelyre

F(r) = —grad V(r),

akkor azt mondjuk, hogy az erétér konzervativ, és V (r) a hozzé tartozo potencial. A kévetkezds
allitasok ekvivalensek:

F(r) kozervativ.

A tomegpont mozgasa soran a mechanikai energia megmarad:
1
E=T+V = §m1"2 + V(r) = allando.

e Az er6 vonalintegralja (valamely mozgas soran az erd altal végzett munka) csak a kezdd-

és a végponttol fligg:
/ F(r)dr = / F(r)dr
Ta '

minden olyan I'y és I'g gorbére, amiknek a kezdd-, ill. a végpontjuk azonos.
e Az er6 vonalintegralja barmely zart gorbére 0.
e F(r) minden pontban rotaciémentes (rot F(r) = 0).

Ha F(r) konzervativ, a potencial a kovetkez6 modon szamolhato:

tetszGleges ro kezdGponttol tetszdleges gorbe mentén, aminek a végpontja r. A kiilonbozs
kezd&pontokkal szamolt potencialfiiggvények egy additiv konstansban fognak eltérni egyméastol,
ami a vonatkozd mozgasegyenletben a derivalds miatt nem jelenik meg, igy fizikai tartalma
nincs. (Az r’ jelolés azért sziikséges, mert r-et a hatarban ,elhasznaltuk™.)

IFeltételeztiik, hogy F nem fiigg r-nek az elsénél magasabb idéderivaltjaitol. Ez a klasszikus mechanika dénté
tobbségét lefedi, de nem art, ha tudjuk: léteznek kivételek.
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2.2. Vonalintegral

Hogyan kell kiszamitani az F(r) fiiggvény vonalintegraljat valamely I' gérbe mentén? Ehhez a
I" gorbét paraméterezniink kell. Ivhossz szerinti paraméterezéssel a gorbe a kivetkezs forméaban
adhato meg:

[L:[0,]] = R s r(s),

ahol | a gorbe hossza, s az ivhossz a gorbe kezd6pontjatol mérve, r(s) pedig a gérbe vonatkozo
pontjaba mutato helyvektor. Szemléletesen fogalmazva: amig az s valtozo végigfut 0-tol [-
ig, addig az r(s) vektor (mint s fliggvénye) végigfut a gorbe kezdSpontjatol a végpontjaig. A
paraméterezés segitségével:

ahol
dr(s)

ds
a gorbe érintGvektora (érintSiranyu egységvektor) az r(s) pontban (lasd az abrat; az abran
kivalasztott r(s) pont valamilyen tetszdlegesen kivalasztott s értékhez tartozik). Ezt kell tehat
skalarisan Osszeszorozni az F(r) fliggvénynek az adott r(s) pontban felvett értékével, majd az
igy adodo skalarszorzatot, ami s-t6l fligg, kiintegralni s szerint.

F(r(s))

T(s) r
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Példa

Tekintsiik a kovetkez§ erGteret:
F(r) = Caye,,

ahol C' egy paraméter, e, pedig az x irdnyu egységvektor:

Szamitsuk ki az er§ vonalintegraljat az dbran jelolt I'y gérbe mentén!

Y

atgao-

Definici6é szerint:

A gorbe hossza az dbra szerint

l=a/cosa.

Mivel a gorbe kezd6pontja az origd, és a gorbe egyenes, s megegyezik az origotoél mért tavolsag-

gal, igy . (x(s)) ) (8 cos a) |
y(s) ssina

Ezzel tehat paramétereztiik a gorbét. A T(s) egységnyi hosszuségu érintévektor:

T(s) = d2(58> _ (cos a) ’

sin av
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amit kozvetleniil is le lehet olvasni az dbrarol. Ha a vizsgalt gorbe egyenes, akkor T'(s) tipikusan
konnyen leolvashato, és soha nem fiigg s-tdl. A kapott eredményt felhasznélva:

e, T(s) = (1 0) (COS a) — cosa.

sin o
Behelyettesitve [, z(s), y(s) és e, T(s) értékét a vonalintegral kifejezésébe:

a/cosa

/ F(r)dr = / C's cosas sina cosads
Ia
0

a/cosa
= C cos? asin o / s?ds

0

$3 a/cosa
= C cos® asin o [—]

3 1o
_ Ca’tga
= T
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