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7. A tehetetlenségi tenzor kiszamitasa

A tehetetlenségi tenzort a merevtestek forgomozgasanak a leirasa soréan hasznaljuk. A merevtest
olyan pontrendszer vagy folytonos tomegeloszlassal jellemezhets test, amelynek tetszéleges két
pontja idében alland6 tavolsagra van egyméstol. Egy merevtest tehetetlenségi tenzorat valami-
lyen adott koordinata-rendszerben szamithatjuk ki, és azt jellemzi, hogy a koordindta-rendszer
origdjan dtmend forgastengelyek koriil mennyire nehéz a merevtestet megforgatni.

A tehetetlenségi tenzor egy 3 x 3-as matrix. Ha a vizsgalt merevtest folytonos tomegel-
oszlassal jellemezhetd, vagyis a testnek van egy p(r) strtségfiiggvénye, amely a test barmely r
pontjaban megadja a test stirtiségét, akkor a tehetetlenségi tenzort a kovetkezd képlet definidlja:

@ij = /p(I‘) (rzéij — rirj) dsI', ’l,j < {1, 2, 3} (1)

\%4

Itt r a helyvektor hosszat jeloli, r; pedig a helyvekor i-edik komponensét: r; = x, ry = v,
rs = z. 0;; az un. Kronecker-féle delta-szimbo6lum, ami az 1 értéket veszi fel akkor, ha a két
indexe megegyezik, és 0-t, ha nem, azaz:

1 hai— i
0 egyébként.

Az (1) képletben szerepld integralas térfogati integral a test teljes térbeli kiterjedésére (V' térfoga-
tara). Abban a specialis esetben, amikor a merevtest téglatest alaki, a térfogati integral harom
egymaésba agyazott, de fix hatarokkal jellemezhets 1 dimenzios (hagyoméanyos”, Riemann-féle)

integralla egyszertisodik:
T2 Y2 22

[oae= [ ][ azaya, 3)

1 Y1 z1

ahol az w1, xo stb. hatérok a téglaest hatarait jelolik az adott koordinata-rendszerben. Az 1
dimenzids integralok egymaéasba adgyazasanak a sorrendje ilyenkor felcserélhetd, vagyis mindegy,
hogy milyen sorrendben végezziik el Gket.

Vegyiik észre, hogy a © tenzor szimmetrikus: az (1) kifejezés az i és a j indexek felcserélésével
nem valtozik, igy ©;; = Oj. Ha a mervetest alakja és stirtiségeloszlasa valamilyen specialis
szimmetriat mutat, akkor a ® tenzor tovabbi elemei eshetnek egybe.
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Példa

Szamitsuk ki egy a élhosszusagi kocka tehetetlenségi tenzoranak a f6atlobeli elemeit az abran
lathato koordinata-rendszerben, ha a kocka stirtiségeloszlésat a kovetkezd fiiggvény adja meg:

Po
p(xv Y, Z) - ?.Iy

Egy matrix {6talojat definicid szerint azok az elemek alkotjak, amelyeknek a két indexe
megegyezik. Esetiinkben ezek a ©11, a O és a O33 elemek, ezeket kell tehat kiszamitanunk.
Az &bra alapjan az integralok hatérai:

z1 =0, x9=a,
y1:07 Y2 = a,

z1=0, 2zo=a.

Felhasznalva, hogy térben r? = 22 + y? + 22, a Oy, elem a kovetkezs lesz:

plx,y, 2) (?"2 1l —x- x) d’r
p(z,y,2) (% +y* + 2° — 2%) &r

plz,y, 2) (y° + 2%) d’r

ol

St T T T

//poxy (y2+22) dzdydz
00

:@///(xyg—i—xyzz) dzdydz
a
0O 0 O
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a a 3
:%//(xyg’a—%xy%) dy dx
0 0
y 4 2 3
:%/(I%G—FI’%%) dx
0

= — Lol .

A O95 elem ezzel meg fog egyezni, amit a kdvetkezs gondolatmenet segitségével lehet belatni.
Ha képzeletben felcseréljiik az x és az y tengely jelolését, akkor a minket most érdekls elemet
ugyanazzal az alapképlettel tudjuk kiszamitani, mint az el6z6leg szamolt elemet!:

/p(m,y,z) (7“2 1l—x- :c) d’r.
v

Ha kivalasztottuk azt a jeloléscserét, ami a régebbi szamolédsunkkal megegyezd alapképletet
eredményez, ezt kévetGen mindig a kovetkezst kell megvizsgalni: a jeldlés felcserélése utan
valtoznak-e a testre jellemz6 mennyiségek, vagyis az egyes integralok hatarai és a strtiségfiigg-
vény? Lathatjuk, hogy az = valtozoban ugyanazok az integralas hatéarai, mint az y valtozoban.
Ha a stirtiségfiiggvényben felcseréljiik az x és az y valtozokat, a szorzas kommutativitasa (felcse-
rélhetésége) miatt formalisan visszakapjuk az eredeti stirtségfiiggvényt: 23yx = 23y, Minden-
nek megfelelGen a testre jellemzé mennyiségek nem véltoznak a jelolés (képzeletbeli) felcserélése
utan.

Nem ez a helyzet az x és a z valtozo képzeletbeli felcserélése esetén. Bér az integralok hatéarai
megegyeznek, a strtségfiiggvény nem marad valtozatlan: Z5zy # Z3xy. Igy nincs mas hatra,
mint hogy a ©33 elemet kiilon szamitsuk ki (természetesen az eredeti jelolésekkel):

O33 = /p(x,y,z) (r*-1—z-2)d%
v
/p(x, y,2) (2* +y* +2° = 2%) d’r
v
= /p(x, y,2) (z* +y°) &’r
v
/

//@xy (2”7 +y*) dzdy da
00

1Utana lehet gondolni, hogy ez akkor igaz, ha az integralok sorrendje felcserélhets és az dsszeadas kommutativ;
ezek a feltételek szerencsére teljesiilnek.
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:p—g///(x3y+:cy3)dzdydx
a
0 0 0

= p—g//(x?’ya—f—xyga) dy dz
a
00

2 4
- %/ (af’%a—kx%a) dx

a2\ 4 2 2 4
L
= Zpoa

Lathatjuk, hogy ez az eredmény valoéban eltér az el6z6t6l. Az eredmények fizikai jelentése az,
hogy a testet akar az x, akar az y tengely koriil konnyebb megforgatni, mint a z tengely koriil.
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